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Soit p un nombre premier. Soient k un corps parfait de caracte´ristique p,W = W (k) l’anneau des vecteurs
de Witt a` coefficients dans k, K0 son corps des fractions et K une extension finie de K0 totalement ramifie´e
de degre´ e. Notons GK le groupe de Galois absolu de K et fixons un entier r ∈ {0, . . . , p− 2}. A` partir de ces
donne´es, Breuil a de´fini dans [2] et [6] une certaine cate´gorie de modules de torsion, note´e Modφ,N
/S˜
dans cet
article (et dont la de´finition est rappele´e en 2.1). Celle-ci permet via un foncteur Tst de construire certaines
Fp-repre´sentations du groupe GK . Les repre´sentations ainsi obtenues sont inte´ressantes pour au moins deux
raisons : d’une part, elles contiennent un grand nombre de repre´sentations de nature ge´ome´trique (donne´es
typiquement par la cohomologie e´tale des varie´te´s), et d’autre part elles regroupent tous les quotients annule´s
par p de deux re´seaux a` l’inte´rieur d’une meˆme repre´sentation semi-stable a` poids de Hodge-Tate compris
entre 0 et r. Ainsi la compre´hension de cette cate´gorie et du foncteur associe´ permet-elle d’obtenir diverses
informations ge´ne´rales pouvant trouver des applications varie´es (voir par exemple [10], [18], [14]).
Lorsque er < p−1, la situation est plutoˆt bien comprise : on sait, par les re´sultats de [10], que la cate´gorie
Modφ,N
/S˜
est abe´lienne et que le foncteur Tst est exact et pleinement fide`le. Ainsi, en un certain sens, on
rame`ne l’e´tude de ces objets complique´s que sont les repre´sentations galoisiennes a` des questions d’alge`bre
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(semi-)line´aire d’apparence plus simple. Cependant, lorsque er > p − 1, les deux re´sultats essentiels cite´s
pre´ce´demment sont facilement mis en de´faut. Le but de cet article est de de´gager la structure ge´ne´rale de
la cate´gorie Modφ,N
/S˜






(dont les objets sont qualifie´s de maximaux ) qui est abe´lienne et en restriction a` laquelle le






permet de re´aliser Maxφ,N
/S˜
e´galement comme un quotient de Modφ,N
/S˜
. On a en outre Tst ◦Max = Tst, ce qui
assure en particulier que la cate´gorie Maxφ,N
/S˜
est suffisamment grosse pour eˆtre inte´ressante ; en tout cas, elle
capture autant de repre´sentations galoisiennes que ne le fait Modφ,N
/S˜
Afin de pre´senter les re´sultats obtenus de fac¸on quelque peu syste´matique, nous avons choisi d’isoler dans
une premie`re section toute une axiomatique dont l’aboutissement est la notion de pylonet qui sera centrale
dans la suite du texte, puisque c’est elle qui de´crit avec pre´cision la structure de Modφ,N
/S˜
et Tst. Cette
premie`re section est donc tout a` fait ge´ne´rale et abstraite : on s’y borne essentiellement a` mener certains
de´veloppements sur les cate´gories fibre´es.
Avec la deuxie`me section, on entre dans le vif du sujet : on donne les de´finitions des cate´gories de modules
et les foncteurs e´voque´es pre´ce´demment puis on montre que Tst de´finit un pylonet (the´ore`me 2.3.3). La con-
struction de la sous-cate´gorie Maxφ,N
/S˜
et du foncteur Max dont il a e´te´ question auparavant de´coule alors de
l’e´tude ge´ne´rale de la premie`re partie. La section se termine par la preuve de la pleine fide´lite´ de Tst en restric-
tion a` Maxφ,N
/S˜
(the´ore`me 2.4.1). On notera que les me´thodes de de´monstration sont radicalement diffe´rentes
de celles utilise´es dans [10] ; elles sont, selon nous, beaucoup plus conceptuelles, et semblent e´galement avoir
une porte´e bien plus importante.
Dans la troisie`me section, nous nous efforc¸ons de rendre plus concre`tes les constructions faites dans la
section 2, notamment en ce qui concerne les noyaux, les conoyaux et le foncteur Max. Pour cela, on est amene´
a` introduire la notion d’objets Tst-re´duits. On montre que leur cate´gorie, note´e Re´d
φ,N
/S˜
, est e´quivalente a`
Modφ,N
/S˜
, puis on explique comment de nombreuses constructions se re´alisent dans Re´dφ,N
/S˜
. On de´montre
e´galement une formule de re´ciprocite´ totalement explicite (meˆme si elle reste un peu complique´e a` exprimer)
qui permet de retrouver l’unique objet de Maxφ,N
/S˜
correspondant a` une re´pre´sentation donne´e. Combine´ au
re´sultat de [11], cela donne en particulier une recette pour calculer la cohomologie log-cristalline de la fibre
spe´ciale d’une varie´te´ X a` re´duction semi-stable sur OK en fonction de la cohomologie e´tale p-adique de XK¯ .
(Dans la re´fe´rence pre´ce´dente, on obtenait simplement une formule pour aller dans l’autre sens.)
Dans la dernie`re section, nous poursuivons notre investigation principalement en nous inte´ressant a` cer-
taines variantes de la cate´gorie Modφ,N
/S˜
obtenues en introduisant des coefficients ou des donne´es de descente.
Dans les deux cas, on montre que l’on obtient encore des pylonets et que la restriction de Tst aux objets max-
imaux correspondant est a` nouveau exacte et pleinement fide`le. Soulignons que ces variantes interviennent de
fac¸on cruciale dans [17] pour e´tudier certains proble`mes de modularite´ de repre´sentations galoisiennes lie´s a` la
ge´ne´ralisation par Buzzard, Diamond et Jarvis de la conjecture de modularite´ de Serre (voir [8] pour l’e´nonce´
de cette ge´ne´ralisation). Bien que n’e´tant pas logiquement ne´cessaire, il nous semble que le cadre the´orique
fourni par cet article e´claire de fac¸on spectaculaire les calculs de [17], §3.4 (voir aussi [12] a` ce sujet).
Nous e´tudions ensuite une troisie`me variante, qui est celle que l’on obtient lorsque l’on ne conside`re que
les objets qui s’e´crivent comme quotients de deux modules fortement divisibles, et donc qui correspondent a`
des quotients de deux re´seaux dans une repre´sentation semi-stable. Encore une fois, on obtient des re´sultats
analogues : le foncteur Tst de´finit un pylonet et sa restriction a` la sous-cate´gorie des objets maximaux est
exacte et pleinement fide`le. Finalement, on donne une description comple`te des objets simples de Maxφ,N
/S˜
(et
de sa variante avec coefficients) lorsque le corps re´siduel k est alge´briquement clos.
1 Notion de pylonet
Ce premier chapitre est tre`s ge´ne´ral et tre`s formel : on y de´veloppe une certaine axiomatique de ce que l’on
appelle des pylonets et qui sont des « cate´gories fibre´es en sup-semi-treillis satisfaisant la condition de chaˆıne




(autrement dit, tout objet est maximal, et on retrouve la situation e´tablie
dans [10].
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croissante ». Les exemples et applications seront donne´s dans les chapitres ulte´rieurs, lorsque l’on s’inte´ressa
plus pre´cise´ment aux repre´sentations p-adiques.
Dans la suite si C est une cate´gorie, on notera parfois C ∈ C pour dire que C est un objet de C. La donne´e
de de´part de notre travail est celle de deux cate´gories C et A et d’un foncteur T : C → A (sur lequel pour
l’instant on ne fait aucune hypothe`se) que l’on s’efforcera de conside´rer comme une fibration.
1.1 Cate´gories fibres
Soit T : C → A un foncteur covariant2. Fixons A un objet de A. Il y a deux de´finitions naturelles pour la
fibre de T au-dessus de A qui sont :
– la cate´gorie FA dont les objets sont les objets C de C tels que T (C) = A (ceci est une vraie e´galite´ !) et
dont les morphismes sont les fle`ches de C qui s’envoient sur l’identite´ de A par le foncteur T ;
– la cate´gorie FA dont les objets sont les couples (C, f) ou` C ∈ C et f : T (C)→ A est un isomorphisme,
un morphisme de (C, f) dans (C′, f ′) e´tant la donne´e de g ∈ HomC(C,C′) ve´rifiant f = f ′ ◦ T (g).
L’objetA e´tant toujours fixe´, les deux cate´goriesFA et FA ne sont en ge´ne´ral pas e´quivalentes. Pre´cise´ment,
on dispose d’un foncteur pleinement fide`le FA → FA de´fini par C 7→ (C, id). L’essentielle surjectivite´ n’est
par contre pas automatique, mais e´quivaut par de´finition a` l’axiome suivant :
(Ax0) Pour tout C ∈ C et tout isomorphisme (dans A) f : T (C)→ A′, il existe un isomorphisme
(dans C) g : C → C′ tel que T (g) = f (et donc T (C′) = A′).
On remarquera que cet axiome est une version tre`s affaiblie de l’axiome usuel de changement de base qui
apparaˆıt par exemple dans la the´orie des champs (alge´briques). Nous ne pouvons nous permettre dans cet
article de supposer l’axiome usuel de changement de base, car il sera tre`s loin d’eˆtre satisfait dans les exemples
que nous souhaitons traiter.
Il faut remarquer que (Ax0) n’est pas du tout contraignant. En effet, s’il n’est pas ve´rifie´, il est toujours
possible de remplacer C par une cate´gorie e´quivalente Comp(C, T ) pour laquelle l’axiome est satisfait3. Cette
cate´gorie Comp(C, T ) est obtenue comme suit :
– ses objets sont les triplets (C,A, f) ou` C ∈ C, A ∈ A et f : T (C)→ A est un isomorphisme ;
– un morphisme de (C,A, f) dans (C′, A′, f ′) est la donne´e de deux morphismes g ∈ HomC(C,C
′) et














Il est facile de ve´rifier que le foncteur C → Comp(C, T ), C 7→ (C, T (C), id) est une e´quivalence de cate´gories.
De plus, T : C → A se factorise par Comp(C, T ) graˆce au foncteur pre´ce´dent et au foncteur, que nous notons
encore T , Comp(C, T )→ A, (C,A, f) 7→ A. Ce dernier ve´rifie l’axiome (Ax0).
Dans la suite de cette section, pour simplifier les e´critures (par exemple ceci nous permettra de travailler
avec les fibres FA au lieu de FA), nous supposerons tre`s fre´quemment l’axiome (Ax0). Malgre´ tout, le
lecteur doit garder a` l’esprit que ce n’est pas du tout essentiel, et que tous les re´sultats obtenus ne faisant
pas intervenir de ve´ritables e´galite´s entre objets (mais seulement des isomorphismes) demeurent vrais sans
aucune modification si l’hypothe`se (Ax0) est relache´e. En re´alite´, dans les applications que l’on va de´velopper
dans les sections suivantes, l’axiome (Ax0) ne sera que tre`s rarement satisfait.
1.2 Le foncteur Max
En supple´ment de (Ax0), nous introduisons les trois axiomes suivants :
(Ax1) Le foncteur T est fide`le.
2Dans les applications, le foncteur T sera en re´alite´ plutoˆt contravariant. Cependant, quitte a` remplacer A par sa cate´gorie
oppose´e, cela ne modifie en rien la the´orie. Nous pre´fe´rons donc, pour ce premier chapitre, ne pas introduire cette complication
inutile.
3Apre`s ce remplacement, les fibres FA restent inchange´es contrairement aux FA. La premie`re notion de fibre que nous
e´voquions n’est donc pas robuste, dans le sens ou` elle de´pend de C a` l’inte´rieur meˆme d’une classe d’e´quivalence de cate´gories
(ou plus exactement de fibrations). Plus pre´cise´ment, les FA obtenus dans une de ces classes admettent, en un certain sens, un
e´le´ment maximal qui n’est autre que FA.
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(Ax2) Les cate´gories C et A admettent des sommes amalgame´es, et le foncteur T y est compatible.
(Ax3) Pour tout A ∈ A, soit la cate´gorie FA est vide, soit elle admet un objet final.
Dans ce paragraphe, nous supposons simplement (Ax0), (Ax2) et (Ax3). Nous avons pre´fe´re´ introduire
(Ax1) de`s a` pre´sent car, comme nous allons le voir, il joue de´ja` un roˆle particulier dans la situation que nous
allons pre´senter.
Nous construisons un foncteur Max : C → C comme suit. Pour tout objet A de A dont la fibre est non
vide, choisissons un objet final Fin(A) de la cate´gorie FA. Sur les objets, le foncteur Max est de´fini par
Max(C) = Fin(T (C)). Le fait que C soit un objet de la fibre FT (C) fournit un morphisme canonique ι
C
max :
C → Max(C) dans la cate´gorie C ve´rifiant T (ιCmax) = idT (C). Il reste a` de´finir Max(f) lorsque f : C1 → C2 est






Notons ι′ : C2 → C′2 et f
′ : Max(C1) → C′2 les morphismes correspondants. Comme T est compatible
aux sommes amalgame´es, quitte a` modifier C′2 par un objet isomorphe (ce que l’on peut faire par l’axiome
(Ax0)) T (C′2) = T (C2), T (ι
′) = idT (C2) et T (f
′) = T (f). On en de´duit que C′2 est un objet de FT (C2), d’ou`
on obtient le morphisme ι
C′2
max : C′2 → Max(C2). Le morphisme Max(f) recherche´ s’obtient alors comme la
compose´e ι
C′2










un diagramme commutatif dans C tel que T (C1) = T (C′1), T (h1) = id et T (C2) = T (C
′
2), T (h2) = id. Alors
Max(f) = Max(g).
De´monstration. Remarquons tout d’abord que l’hypothe`se assure que Max(C1) = Max(C
′
1) et Max(C2) =















ou` f ′ et g′ sont de´finis comme pre´ce´demment et ou` ι et ι′ sont les morphismes canoniques d’un objet dans
son Max. Ainsi par de´finition, Max(f) = ι ◦ f ′ et Max(g) = ι′ ◦ g′. Par ailleurs, comme il y a par de´finition
un unique morphisme dans un objet final et que (h2⊕ id), ι et ι′ sont des fle`ches dans la cate´gorie FT (C2), on
a ne´cessairement ι = ι′ ◦ (h2 ⊕ id). Il s’ensuit
Max(f) = ι ◦ f ′ = ι′ ◦ (h2 ⊕ id) ◦ f
′ = ι′ ◦ g′ = Max(g)
comme annonce´.
Remarque. Sous (Ax1), on remarque que Max(f) est l’unique morphisme tel que T (Max(f)) = T (f), ce qui
permet de simplifier la preuve du lemme pre´ce´dent dans ce cas.
Corollaire 1.2.2. La construction Max de´finit un foncteur C → C, et la collection des morphismes (ιCmax)C∈C
de´finit une transformation naturelle ιmax entre le foncteur identite´ et Max.
De´monstration. Le seul point qu’il reste a` prouver est la compatibilite´ de Max a` la composition des mor-
phismes. Conside´rons pour cela deux morphismes composables f et g. Par le lemme 1.2.1, on a Max(f ◦ g) =
Max(Max(f) ◦Max(g)). Or Max(f) ◦Max(g) est un morphisme entre objets de l’image de Max, et on ve´rifie
imme´diatement sur la de´finition que Max ne modifie pas un tel morphisme. Le corollaire s’ensuit.
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Digression sur les proble`mes de logique
Dans la construction pre´ce´dente, on a eu besoin de choisir, pour tout A ∈ A, un objet final dans FA. E´tant
donne´ que A n’est a priori pas un ensemble, on peut se demander dans quelle mesure, ce choix est le´gitime.
Dans le cas ge´ne´ral, il semble de´licat de justifier cette ope´ration sans introduire la the´orie des univers de
Grothendieck ou des conside´rations analogues.
Toutefois, il est deux situations dans lesquelles on peut envisager des palliatifs satisfaisants. La premie`re
est bien entendu celle ou` C est une petite cate´gorie, auquel cas il est suffisant d’invoquer l’axiome du choix. En
pratique, si les cate´gories que l’on conside`re ne sont pas petites, il sera ne´anmoins presque toujours possible
de modifier les de´finitions pour les remplacer par des petites cate´gories. Ainsi, les proble`mes de logique
sous-jacents ne sont pas de ve´ritables obstacles lorsque l’on envisage les applications.
Malgre´ tout, si l’on suppose (Ax1), il est possible de mener les constructions pre´ce´dentes sans meˆme avoir
recours a` l’axiome du choix, quitte a` remplacer C par une cate´gorie e´quivalente. Soit C¯ la cate´gorie dont les
objets sont l’union disjointe
– des objets de C qui ne sont pas des objets maximaux dans leur fibre et
– des objets de A qui sont dans l’image de T .
La de´finition des morphismes est un peu plus de´licate, et utilise (Ax1) (du moins si l’on souhaite se passer
de l’axiome du choix). Soient C¯1 et C¯2 deux objets de C¯. Si C¯1 est dans C, on pose C1 = C¯1 ; sinon, on de´signe
par C1 un objet final (quelconque) de FC¯1 . On de´finit de meˆme C2. On pose :
HomC¯(C¯1, C¯2) = image
[
HomC(C1, C2)→ HomA(T (C1), T (C2))
]
.
Il s’agit de montrer que la quantite´ du membre de droite ne de´pend pas des choix de C1 et C2, lorsqu’il y a
effectivement plusieurs choix pour ces objets, c’est-a`-dire lorsque C¯1 ou C¯2 est un objet de A. On ne traite que
le cas de C1, celui de C2 e´tant analogue. Supposons donc que C1 et C
′
1 soient deux objets finaux de la meˆme
fibre FA. Alors, il existe un (unique) morphisme f : C1 → C′1 tel que T (f) = id. On a alors le diagramme
commutatif suivant :










qui permet de conclure.
La cate´gorie C¯ est relie´e aux donne´es pre´ce´dentes, notamment graˆce a` un foncteur F : C → C¯ de´fini comme
suit. A` un objet non final, il associe le meˆme objet, alors qu’a` un objet final, il associe son image sous T .
Sur les morphismes, il est donne´ par la corestriction du morphisme HomC(C1, C2) → HomA(T (C1), T (C2))
de´duit de T . Comme T est fide`le, ce dernier est par de´finition injectif, et donc la corestriction conside´re´e
est une bijection. Ceci assure que F est pleinement fide`le. Par ailleurs, on ve´rifie facilement qu’il est aussi
essentiellement surjectif. Ainsi F est une e´quivalence de cate´gories.
La cate´gorie C¯ permet aussi de factoriser T : la de´finition meˆme de la relation d’e´quivalence sur les objets
de C montre que la factorisation existe bien au niveau des objets, alors qu’au niveau des morphismes, cela
de´coule de la pleine fide´lite´ de F . (Notez que l’on ne peut pas dire plus simplement que cette factorisation est
obtenue en conside´rant un quasi-inverse de F , puisqu’une telle construction utilise l’axiome du choix, ce qui
est pre´cise´ment ce que l’on souhaite e´viter.) Notons T¯ : C¯ → A le foncteur obtenu. Il est facile de ve´rifier que
la fibration T¯ ve´rifie encore les axiomes (Ax0), (Ax1), (Ax2) et (Ax3), et que, par construction, l’objet
maximal de chaque fibre non vide FA est uniquement de´termine´ (a` rien pre`s). Il n’y a donc plus besoin de
l’axiome du choix pour de´finir Fin(A), ni donc le foncteur Max.
La cate´gorie Max(C)
De´finition 1.2.3. Un objet C ∈ C est dit maximal si le morphisme ιCmax : C → Max(C) est un isomorphisme.
Proposition 1.2.4. Le foncteur Max est idempotent, i.e. Max ◦ Max = Max (sur les objets et sur les
morphismes).
L’image essentielle de Max est la sous-cate´gorie pleine de C forme´e des objets maximaux. On la note
Max(C).
De´monstration. Clair d’apre`s les de´finitions.
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Remarque. L’image de Max peut eˆtre strictement plus petite que Max(C). Cela ne se produit toutefois pas si
(Ax0) est ve´rifie´.
Nous prouvons a` pre´sent plusieurs proprie´te´s de la cate´gorie Max(C) qui de´coulent toutes presque directe-
ment des de´finitions. Nous commenc¸ons pour cela par un lemme important.
Lemme 1.2.5. Soit f : C → C′ un morphisme dans C. Alors T (f) est un isomorphisme si, et seulement si
Max(f) en est un.
De´monstration. Si T (f) est un isomorphisme, quitte a` remplacer C′ par un objet isomorphe, l’axiome (Ax0)
nous autorise a` supposer que T (f) = id. Alors C et C′ sont deux objets d’une meˆme fibre, et par de´finition
Max(C) = Max(C′) et Max(f) n’est autre que l’identite´ entre ces deux objets.
Re´ciproquement si Max(f) est un isomorphisme, T (Max(f)) = T (f) en est un aussi.
Proposition 1.2.6. Le foncteur Max : C → Max(C) est un adjoint a` gauche du foncteur d’inclusion
Max(C)→ C.
De´monstration. Soient C ∈ C et M ∈ Max(C). Nous voulons exhiber une identification canonique entre
HomC(C,M) et HomC(Max(C),M). Or, on dispose d’une application HomC(C,M) → HomC(Max(C),M)
donne´e par le foncteur Max (puisque par la proposition 1.2.4, Max(M) est canoniquement isomorphe a` M
via ιMmax) et d’une application HomC(Max(C),M) → HomC(C,M) obtenue en composant par le morphisme
canonique ιCmax : C → Max(C). On ve´rifie facilement en utilisant Max(ι
C
max) = idMax(C) que les deux appli-
cations pre´ce´dentes sont inverses l’une de l’autre.
Proposition 1.2.7. Le foncteur Max : C → Max(C) re´alise la localisation de la cate´gorie C par rapport aux
morphismes f tels que T (f) est un isomorphisme.
De´monstration. Supposons donne´ un foncteur F de C dans une cate´gorie X tel que F (f) est un isomorphisme
de`s que T (f) en est un. Soit G la compose´e Max(C)→ C → X ou` le premier foncteur est l’inclusion canonique
et le second est F . Pour tout C ∈ C, T (ιCmax) = idT (C) est inversible, et donc par hypothe`se il en est de meˆme
de F (ιCmax). La famille des F (ι
C
max) de´finit donc une transformation naturelle inversible entre les foncteurs F
et G ◦Max. Ceci termine la preuve.
En vertu de cette proposition, le foncteur T : C → A se factorise par Max(C) par l’interme´diaire d’un
foncteur Tmax : Max(C) → A, qui n’est autre (d’apre`s la preuve que l’on vient de donner) que la restriction
de T a` Max(C).
Proposition 1.2.8. Le foncteur Tmax est conservatif, en ce sens qu’il ve´rifie : f est un isomorphisme si, et
seulement si Tmax(f) en est un.
Si le foncteur T est fide`le (resp. plein, resp. essentiellement surjectif), alors il en est de meˆme de Tmax.
De´monstration. La premie`re partie de la proposition est une conse´quence directe du lemme 1.2.5. La seconde
assertion a` propos des proprie´te´s de fide´lite et de ple´nitude re´sulte de ce que Tmax est obtenu comme une
restriction du foncteur T . Pour la proprie´te´ d’essentielle surjectivite´, elle re´sulte de l’e´galite´ Tmax ◦Max =
T .
Proposition 1.2.9. La fibration Tmax : Max(C) → A ve´rifie encore les axiomes (Ax0), (Ax2) et (Ax3)
(ou`, bien entendu, les fibres FA sont calcule´es a` partir du foncteur Tmax).
En outre, pour tout A, il existe un groupe GA tel que la cate´gorie FA soit e´quivalente a` la cate´gorie ayant
un unique objet • ve´rifiant End(•) = GA. Si de plus (Ax1) est ve´rifie´, tous les groupes GA sont re´duits a`
l’identite´.
De´monstration. Le seul point non trivial re´side dans la ve´rification de (Ax2). Mais, si M →M ′ et M →M ′′
sont des morphismes dans la cate´gorie Max(C), on ve´rifie en utilisant la proposition 1.2.6 que Max(M ′⊕MM ′′)
(ou`M ′⊕MM ′′ de´signe la somme amalgame´e dans C) satisfait la proprie´te´ universelle de la somme amalgame´e
dans Max(C).
Remarque. Comme Tmax ve´rifie encore les axiomes (Ax0), (Ax2) et (Ax3), on peut re´pe´ter la construction
Max et obtenir ainsi un foncteur Max : Max(C)→ Max(C). Il est facile de voir a` partir de ce qui pre´ce`de que
celui-ci est (isomorphe a`) l’identite´ ; en particulier, Max(Max(C)) = Max(C).
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1.3 Dualite´
Introduisons les axiomes duaux de (Ax2) et (Ax3) a` savoir respectivement :
(Ax2*) Les cate´gories C et A admettent des produits fibre´s, et le foncteur T y est compatible.
(Ax3*) Pour tout A ∈ A, la cate´gorie FA admet un objet initial.
Bien entendu, si ceux-ci sont satisfaits en plus de (Ax0), on de´finit par une construction analogue a` la
pre´ce´dente un foncteur Min : C → C muni de morphismes naturels ιCmin : Min(C) → C pour tout C ∈ C. On
dit qu’un objet est minimal si ιCmin est un isomorphisme, et on note Min(C) la sous-cate´gorie pleine des objets
minimaux. Toutes ces structures ve´rifient e´videmment des proprie´tes semblables a` celles liste´es pre´ce´demment
pour le foncteur Max (que nous laissons au lecteur le soin d’e´crire comple`tement). En particulier la fibration
T fournit par restriction (ou, au choix, par passage au quotient) une fibration Tmin : Min(C)→ A.
Si X est une cate´gorie, on de´finit une dualite´ sur X comme la donne´e d’un foncteur contravariant X → X ,
X 7→ X⋆ et d’une identification fonctorielle entre (X⋆)⋆ et X . Conside´rons l’axiome suivant :
(Ax4) Il existe des dualite´s sur C et sur A compatibles au foncteur T (c’est-a`-dire qu’il existe une
identification naturelle entre T (C⋆) et T (C)⋆).
S’il est ve´rifie´, la dualite´ sur C induit pour tout A ∈ A une anti-e´quivalence de cate´gories entre FA et FA⋆ .
On en de´duit que, sous (Ax4), les conditions (Ax2) et (Ax2*) (resp. (Ax3) et (Ax3*)) sont e´quivalentes.
On suppose de´sormais (Ax0), (Ax2), (Ax3), (Ax2*) et (Ax3*). On souhaite comparer les deux fonc-
teurs Min : C → C et Max : C → C, ainsi que les cate´gories Min(C) et Max(C) associe´es. On commence pour
cela par un lemme.
Lemme 1.3.1. On a Min ◦Max = Min et Max ◦Min = Max (sur les objets et sur les morphismes).
De´monstration. Pour les objets, c’est imme´diat au vu des de´finitions. Pour les morphismes, c’est une conse´-
quence du lemme 1.2.1.
Corollaire 1.3.2. Les restrictions Min : Max(C) → Min(C) et Max : Min(C) → Max(C) de´finissent des
e´quivalences de cate´gories inverses l’une de l’autre.
De´monstration. D’apre`s le lemme 1.3.1, il suffit de montrer que le foncteur Min (resp. Max) est isomorphe
au foncteur identite´ sur la cate´gorie Min(C) (resp. Max(C)), ce qui est imme´diat par de´finition de cette
cate´gorie.
Remarque. Puisque les deux cate´gories Min(C) et Max(C) s’obtiennent comme localisation de C par rapport au
meˆme ensemble de morphismes (proposition 1.2.7), on savait de´ja` qu’elles e´taient e´quivalentes. Le corollaire
pre´ce´dent pre´cise cela en donnant les foncteurs re´alisant cette e´quivalence.
Corollaire 1.3.3. Les fibrations Tmax : Max(C) → A et Tmin : Min(C) → A satisfont toutes les deux les
axiomes (Ax0), (Ax2), (Ax3), (Ax2*) et (Ax3*).
De´monstration. Par la proposition 1.2.9, Max(C) satisfait de´ja` (Ax0), (Ax2) et (Ax3). En dualisant cette
proposition, on obtient que Min(C) satisfait (Ax2*) et (Ax3*). Maintenant, les foncteurs Min et Max
commutant a` T , le corollaire 1.3.2 entraˆıne que les fibrations Tmax et Tmin sont isomorphes. La conclusion
s’ensuit.
Remarque. Les sommes amalgame´es et produits fibre´s dans Min(C) (resp. Max(C)) s’obtiennent en appliquant
le foncteur Min (resp. Max) aux constructions correspondantes dans la cate´gorie C.
A` partir de maintenant, on suppose en plus (Ax4).
Proposition 1.3.4. Pour C ∈ C, on a Max(C⋆) ≃ Min(C)⋆ et Min(C⋆) ≃ Max(C)⋆. En particulier, la
dualite´ de C permute les cate´gories Min(C) et Max(C).
Le foncteur C 7→ Max(C⋆) (resp. C 7→ Min(C⋆)) de´finit une dualite´ de Max(C) (resp. Min(C)) compatible
au foncteur Tmax (resp. Tmin).
De´monstration. La premie`re partie de la proposition re´sulte de ce que la dualite´ de C induit une anti-
e´quivalence de cate´gories entre FT (C) et FT (C⋆).
Si D(C) = Max(C⋆), on a, pour C ∈Max(C) :
D(D(C)) = Max(Max(C⋆)⋆) ≃Max(Min(C⋆⋆)) ≃Max(Min(C)) = Max(C) ≃ C
dans l’ordre d’apre`s la premie`re partie de la proposition, la de´finition d’une dualite´, le lemme 1.3.1, et
finalement le fait que C soit maximal. Ce calcul assure que D est une dualite´. La compatibilite´ a` Tmax est
imme´diate. Finalement, le meˆme argument fonctionne pour C 7→ Min(C⋆).
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1.4 Cate´gories fibre´es en (semi-)treillis, pylonets
Dans les applications que l’on a en vue, on ne ve´rifiera jamais (Ax3) directement, mais on empruntera un
chemin le´ge`rement de´tourne´ que l’on explique ci-dessous. Tout au long de ce paragraphe, on suppose (Ax1).
Lemme 1.4.1. Soient C et C′ deux objets d’une fibre FA. Alors HomFA(C,C
′) a au plus un e´le´ment.
De´monstration. Tout f ∈ HomFA(C,C
′) ve´rifie par de´finition T (f) = idA. Le lemme re´sulte alors de la
fide´lite´ de T .
On rappelle qu’une cate´gorie ve´rifiant la condition du lemme correspond simplement a` un pre´ordre sur
l’« ensemble » de ses objets : un objet C est plus petit que C′ s’il existe effectivement un morphisme de
C dans C′. On rappelle e´galement que les constructions usuelles sur les ensembles (pre´)ordonne´s ont en
ge´ne´ral des e´quivalents simples en langage des cate´gories : par exemple, pour ne citer que celles qui vont nous
inte´resser dans la suite, une borne supe´rieure est une somme directe, et un e´le´ment maximal est un objet
final4. Sachant cela, on de´montre facilement (supposant toujours (Ax1)) que (Ax3) est implique´ par les
deux axiomes suivants :
(Ax3a) Les cate´gories FA admettent des sommes directes (finies).





f3 // · · ·
fn−1 // Cn
fn // · · ·
il existe un entier N tel que fn soit un isomorphisme pour tout n > N .
Bien entendu, il existe des versions duales de ces axiomes a` savoir :
(Ax3a*) Les cate´gories FA admettent des produits (finis).




f2oo · · ·
f3oo Cn
fn−1oo · · ·
fnoo
il existe un entier N tel que fn soit un isomorphisme pour tout n > N .
Sous l’hypothe`se (Ax1), ils impliquent (Ax3*). Par ailleurs, si l’on suppose (Ax4), les e´nonce´s (Ax3a) et
(Ax3a*) d’une part, et (Ax3b) et (Ax3b*) d’autre part sont e´quivalents.
Terminons ce paragraphe par quelques remarques et un peu de terminologie. En the´orie des ordres, un
ensemble ordonne´ satisfaisant les (e´quivalents des) axiomes (Ax3a) et (Ax3a*) est ce que l’on appelle
un treillis. De meˆme, les conditions qui apparaissent dans (Ax3b) et (Ax3b*) sont ainsi nomme´es car
les proprie´te´s correspondantes sur les ensembles ordonne´es portent ces noms. Tout ceci conduit a` poser la
de´finition suivante.
De´finition 1.4.2. Une fibration T : C → A ve´rifiant les axiomes (Ax1), (Ax2), (Ax3a) (resp. (Ax3a*))
est appele´e une cate´gorie fibre´e en sup-semi-treillis (resp. une cate´gorie fibre´e en inf-semi-treillis). Si les deux
axiomes (Ax3a) et (Ax3a*) sont ve´rifie´s, on parlera simplement de cate´gorie fibre´e en treillis.
On dit que T ve´rifie c.c.c (resp. c.c.d) si l’axiome (Ax3b) (resp. (Ax3b*)) est satisfait. On dit qu’elle
est autoduale si l’axiome (Ax4) est satisfait.
Remarque. On pourra s’e´tonner de ne pas voir apparaˆıtre (Ax0) dans la de´finition pre´ce´dente, alors que
toute la the´orie que nous avons de´veloppe´e semble reposer sur cet axiome. Toutefois, comme nous l’avons
explique´ en 1.1, on peut toujours remplacer C par une cate´gorie e´quivalente pour laquelle (Ax0) est satisfait.
Nous pre´fe´rons ne pas inclure (Ax0) dans la de´finition pre´ce´dente, car il ne sera en fait pas ve´rifie´ dans les
exemples que nous allons manipuler par la suite.
Pour simplifier la terminologie, nous introduisons la de´finition suivante.
De´finition 1.4.3. Une cate´gorie fibre´e en sup-semi-treillis satisfaisant c.c.c est appele´e un pylonet.
4Ce que justifie la notation Max pour le foncteur construit pre´ce´demment.
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Remarques. Cette terminologie est base´e sur la concate´nation des deux mots py-
lone et net. Le premier d’entre eux se rapporte aux fibres de T qui, en un sens
image´e, ressemblent a` des pylones e´lectriques (voir photo ci-contre), la struc-
ture me´tallique de ceux-ci pouvant e´voquer un ordre admettant des bornes
supe´rieures finies et satisfaisant c.c.c (voire la condition plus forte (Ax3c)
donne´e plus bas). Le mot net, quant a` lui, est un anglicisme a` prendre dans
le sens de re´seau : il faut imaginer que ces pylones sont re´lies par tout un tissu
de caˆbles (e´lectriques) qui correspondent aux morphismes de la cate´gorie C dont
l’image par T n’est pas l’identite´. La proprie´te´ fondamentale des pylonets est
que tout pylone (i.e. toute fibre) admet un sommet (i.e. un e´le´ment maximal)
et qu’a` tout cable reliant deux pylones (i.e. tout morphisme de C), il est associe´
un unique cable reliant les sommets des pylones correspondants.
Si le foncteur T est contravariant, on dira que le pylonet est lui-meˆme con-
travariant.
Finalement, il est possible d’imaginer une version forte des axiomes (Ax3b)
et (Ax3b*) qui est :
(Ax3c) Les cate´gories FA sont de hauteur finie, dans le sens ou` il existe un entier N (qui de´pend




f3 // · · ·
fN // CN+1
contient au moins un isomorphisme.
Contrairement a` (Ax3b) et (Ax3b*), l’axiome (Ax3c) est autodual, et comme nous l’avons dit (ou du
moins sous-entendu) pre´ce´demment, il implique a` lui seul les deux e´nonce´s (Ax3b) et (Ax3b*). Encore
une fois, signalons que la terminologie « de hauteur finie » est recopie´e de celle couramment utilise´e pour les
treillis.
1.5 Le cas additif
Nous e´tudions a` pre´sent le cas particulier de´crit par l’axiome suivant.
(Ax5) La cate´gorie C est additive, la cate´gorie A est abe´lienne et le foncteur T est additif.
On dira dans ce cas que la fibration T est additive. En particulier, on pourra parler de cate´gories fibre´es en
(semi-)treillis additives, et meˆme de pylonets additifs.
Remarquons que, sous (Ax5), la condition (Ax2) (resp. (Ax2*)) est e´quivalente a` l’existence de conoyaux
(resp. de noyaux) dans C et au fait que T commute a` la formation de ceux-ci. Supposons a` partir de maintenant,
en plus de (Ax5), les axiomes (Ax0), (Ax2), (Ax3). D’apre`s la discussion mene´e en 1.2, on dispose d’un
foncteur Max : C → C et d’une sous-cate´gorie pleine Max(C) ve´rifiant un certain nombre de proprie´te´s
sympathiques.
Lemme 1.5.1. Le foncteur Max est additif.
De´monstration. Il suffit de montrer que Max(C ⊕ C′) est naturellement isomorphe a` Max(C) ⊕ Max(C′).
Or, les inclusions canoniques C → C ⊕ C′ et C′ → C ⊕ C′ permettent de construire un morphisme α :
Max(C) ⊕Max(C′) → Max(C ⊕ C′), tandis que les projections C ⊕ C′ → C et C ⊕ C′ → C′ donnent un
morphisme β : Max(C ⊕ C′) → Max(C) ⊕ Max(C′). Il est formel de ve´rifier que β ◦ α est l’identite´. Par
ailleurs, du fait que T est additif, on de´duit que T (α ◦ β) = idT (C⊕C′). Ainsi α ◦ β est un endomorphisme de
l’objet final de FT (C⊕C′) ; il ne peut donc eˆtre que l’identite´ et le lemme en de´coule.
Supposons maintenant en supple´ment de ce qui pre´ce`de les axiomes duaux (Ax2*) et (Ax3*). Ils per-
mettent a` leur tour de construire un foncteur additif Min : C → C et une sous-cate´gorie Min(C).
Proposition 1.5.2. Dans la situation pre´ce´dente, les cate´gories Max(C) et Min(C) sont abe´liennes et la
restriction du foncteur T a` ces cate´gories est exact.
De´monstration. Nous ne donnons la preuve que pour Max(C), le cas de Min(C) se traitant pareillement. Par
le lemme 1.5.1, Max(C) contient l’objet nul et est stable par somme directe ; c’est donc de´ja` une cate´gorie
additive. Sachant cela, le corollaire 1.3.3 entraˆıne l’existence de noyaux et de conoyaux dans Max(C). Pour
conclure, il suffit de montrer que si f est une fle`che dans Max(C), le morphisme induit f¯ : coimf → imf est un
isomorphisme. Or, comme T commute a` la formation des noyaux et conoyaux dans Max(C) (corollaire 1.3.3),
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T (f¯) s’identifie au morphisme coim T (f)→ im T (f) induit par T (f). Comme A est une cate´gorie abe´lienne,
T (f¯) est un isomorphisme, et donc, par le lemme 1.2.5, Max(f¯) e´galement. Finalement, e´tant donne´ que par
construction f¯ est un morphisme entre deux objets maximaux, il s’identifie a` Max(f¯) et est par suite lui aussi
un isomorphisme.
Il reste a` montrer que la restriction de T a` Max(C) est exact, mais ceci de´coule directement de la commu-
tation de ce foncteur a` la formation des noyaux et des conoyaux.
Terminons ce paragraphe en soulignant qu’il est possible d’obtenir un substitut a` la proposition pre´ce´dente
dans une situation le´ge`rement diffe´rente. Pre´cise´ment, on remplace (Ax3*) par la nouvelle hypothe`se (Ax1).
Ce cas paraˆıt de prime abord un peu batard car il ne permet pas de de´finir le foncteur Min. Malgre´ tout, on
dispose de la proposition suivante :
Proposition 1.5.3. Dans la situation pre´ce´dente, la cate´gorie Max(C) est abe´lienne et la restriction du
foncteur T a` cette cate´gorie est exacte.
De´monstration. Prouvons tout d’abord que Max est un foncteur fide`le. Soit f un morphisme de C tel que
Max(f) = 0. En appliquant T a` cette dernie`re e´galite´, on obtient T (f) = 0, puis f = 0 par fide´lite´ de T . Ceci
de´montre notre assertion.
Par le lemme 1.5.1, Max(C) est une cate´gorie additive. Par la premie`re partie de la proposition 1.2.9,
Max(C) admet des conoyaux et la formation de ceux-ci commute au foncteur T . Il reste a` montrer qu’il en
est de meˆme pour les noyaux. En effet, apre`s, on pourra appliquer le meˆme raisonnement que dans la preuve
de la proposition 1.5.2 pour obtenir l’isomorphisme entre image et coimage.
Nous montrons en fait le re´sultat plus ge´ne´ral suivant : si f : C → C′ est un morphisme dans C et si K est
son noyau, alors Max(K) est le noyau dans Max(C) du morphisme Max(f). Soit X un objet de Max(C) muni
d’un morphisme G : X → Max(C) tel que Max(f) ◦G = 0. Nous voulons montrer que G se factorise de fac¸on
unique par Max(K). Notons X ′ = X ×Max(C) C le produit fibre´ de X et C au-dessus de Max(C). Quitte a`
remplacerX ′ par un objet isomorphe graˆce a` l’axiome (Ax0), on a T (X ′) = T (X), d’ou` il suit Max(X ′) ≃ X .
De plus, le morphisme canonique g : X ′ → C ve´rifie Max(g) = G, d’ou` on de´duit Max(f ◦g) = 0 puis f ◦g = 0
par fide´lite´ de Max. Puisque K est le noyau de f , il suit que g se factorise par K, et donc par fonctorialite´,
G = Max(g) se factorise par Max(K). L’unicite´ de cette factorisation re´sulte a` nouveau de la fide´lite´ de
Max.
1.6 Avant-gouˆt des applications
Au fil des chapitres suivants, nous verrons que les pylonets sont des structures qui apparaissent naturelle-
ment en ge´ome´trie alge´brique, et plus pre´cise´ment en the´orie de Hodge p-adique. L’exemple fondamental
duquel tout ce travail est inspire´ est le suivant : C est la cate´gorie des sche´mas en groupes commutatifs finis
et plats annule´s par p (ou une puissance de p) sur l’anneau des entiers d’un corps p-adique K, alors que
le foncteur T est celui qui a` un tel groupe associe la repre´sentation galoisienne donne´e par ses K¯-points. Il
re´sulte des travaux de Raynaud (voir [15], §2.2) que cette fibration T est un pylonet autodual5 (de´finitions
1.4.2 et 1.4.3) et additif (i.e. satisfaisant (Ax5)). Le but de cet article est de montrer que cette situation
n’est pas isole´e, mais au contraire se ge´ne´ralise a` de nombreuses autres fibrations rencontre´es en the´orie de
Hodge p-adique. Ce papier fait en re´alite´ suite a` un travail ante´rieur [13], dans lequel il est montre´ (sans le
dire explicitement) que certaines cate´gories de modules de´finissent des pylonets additifs et, dans certains cas
favorables, autoduaux.
Nous nous inte´resserons donc par la suite a` d’autres exemples de fibrations : A sera la cate´gorie des
Fp-repre´sentations (ou de E-repre´sentations pour une extension finie E de Fp) du groupe de Galois absolu
d’un corps p-adique, C s’instanciera en certaines cate´gories de « modules de Breuil », et T sera le foncteur de
re´alisation galoisienne correspondant. On rappelle (pour l’instant tre`s brie`vement) que T admet ge´ne´ralement
une version covariante et une contravariante. La version contravariante sera plus adapte´e aux cas qui nous
inte´ressent et c’est donc celle que nous manipulerons tout au long de cet article.
Nous allons montrer que ces donne´es fournissent des pylonets (contravariants) autoduaux et additifs, c’est-
a`-dire, d’apre`s les de´finitions, qu’elles obe´issent a` (Ax1), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) et (Ax5). De
fac¸on ge´ne´rale, la ve´rification de (Ax5) sera toujours imme´diate, alors que celle de (Ax4), (Ax1) et (Ax3b)
re´sultera directement de travaux ante´rieurs ([13]). Ainsi, l’essentiel du travail consistera en l’e´tablissement
des e´nonce´s (Ax2) et (Ax3a). Apre`s cela, on pourra de´duire toute une liste de proprie´te´s agre´ables sur la
5Les dualite´s sont d’une part la dualite´ de Cartier sur les sche´mas en groupes, et d’autre part la dualite´ usuelle twiste´e (par
le twist de Tate) sur les repre´sentations galoisiennes.
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fibration T . Afin de faciliter la taˆche du lecteur (et bien que cela fasse certainement redite), nous avons choisi
de les regrouper dans le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.6.1. Soit T : C → A un pylonet contravariant additif et autodual. Alors :
• (cf §1.4) Pour tout C ∈ C, il existe un unique (a` isomorphisme unique pre`s) couple (Max(C), ιCmax :
C → Max(C)) (resp (Min(C), ιCmin : Min(C)→ C)) satisfaisant la proprie´te´ universelle suivante :
– le A-morphisme T (ιCmax) (resp. T (ι
C
min)) est un isomorphisme ;
– pour tout C′ ∈ C muni d’une fle`che f : C → C′ (resp. f : C′ → C) telle que T (f) est un isomorphisme,
il existe un unique g : C′ → Max(C) (resp. g : Min(C)→ C′) tel que g ◦f = ιCmax (resp. f ◦g = ι
C
min).
• (cf §1.2) Ceci conduit a` un foncteur « idempotent » Max : C → C (resp. Min : C → C).
Si l’on note Max(C) (resp. Min(C)) l’image essentielle de Max (resp. Min), on a :
• (cf proposition 1.2.6) La corestriction Max : C → Max(C) (resp. Min : C → Min(C)) est un adjoint a`
gauche (resp. a` droite) du morphisme d’inclusion.
• (cf proposition 1.2.7 et corollaire 1.3.2) Les foncteurs Max : C → Max(C) et Min : C → Min(C)
re´alisent tous les deux la localisation de la cate´gorie C par rapport aux morphismes f tels que T (f) est
un isomorphisme. En particulier, les cate´gories Max(C) et Min(C) sont e´quivalentes et, concre`tement,
cette e´quivalence se re´alise via les foncteurs Min et Max.
• (cf proposition 1.2.8) La restriction du foncteur T a` Max(C) d’une part, et a` Min(C) d’autre part est
fide`le et conservative.
• (cf proposition 1.3.4) La dualite´ sur C permute les cate´gories Max(C) et Min(C). La composition de celle-
ci avec le foncteur Max (resp. Min) induit une dualite´ sur Max(C) (resp. sur Min(C)) qui commute au
foncteur T .
• (cf proposition 1.5.2) La cate´gorie Max(C) (resp. Min(C)) est abe´lienne, les noyaux et conoyaux s’ob-
tenant en appliquant le foncteur Max (resp. Min) aux constructions correspondantes dans C. La restric-
tion du foncteur T a` cette sous-cate´gorie est exacte.
2 Application a` la the´orie de Hodge p-adique
Nous reprenons a` partir de maintenant les notations de l’introduction : p est un nombre premier, k un
corps parfait de caracte´ristique p, W l’anneau des vecteurs de Witt a` coefficients dans k, K0 son corps des
fractions, K une extension totalement ramifie´e de K0 de degre´ e. Fixons en outre K¯ une cloˆture alge´brique de
K et notons GK = Gal(K¯/K) le groupe de Galois absolu de K. Appelons OK (resp. OK¯) l’anneau des entiers
de K (resp. de K¯). Soient e´galement π une uniformisante de K et (πn) (resp. (pn)) un syste`me compatible
de racines pn-ie`mes de π (resp. de p). Soit G1 ⊂ GK le groupe de Galois absolu de l’extension K(π1).
Dans tout le reste de cet article, on fixe un entier r ∈ {1, . . . , p− 2}. Nous pre´fe´rons e´viter de`s a` pre´sent
le cas r = 0 car, bien que fondamentalement plus simple, il conduit souvent a` des discussions assez peu
inte´ressantes, et dans tous les cas, il ve´rifie certainement l’ine´galite´ er < p−1 et donc rele`ve de l’e´tude mene´e
dans [10]. Remarquons qu’ainsi, on peut supposer p > 2 (sinon aucun r ne convient).
2.1 Rappel sommaire de la the´orie de Breuil
On se borne dans cette sous-section a` pre´senter les aspects « annule´s par p » de la the´orie de Breuil
(de´veloppe´e de fac¸on ge´ne´rale dans [2], [5] et [10]). Certains de´finitions (ou constantes) que nous allons
introduire sont motive´es par les aspects entiers de cette the´orie (qui n’apparaitront que superficiellement
dans cet article en 4.3) et pourront de fait paraˆıtre e´trange au lecteur qui n’est pas familier. Pour palier ce
manque, nous renvoyons aux articles pre´ce´demment cite´s.
Les cate´gories de modules
Posons S˜ = k[u]/uep. Soit c ∈ S˜ la re´duction modulo p du coefficient constant de polynoˆme minimal sur
K0 de l’uniformisante π fixe´e. On de´finit plusieurs cate´gories de modules sur S˜. Tout d’abord, une grosse
cate´gorie ’Filφ,N
/S˜
(la notation deviendra claire en 3.1) dont les objets sont la donne´e de :
1. un S˜-module M ;
2. un sous-module FilrM⊂M contenant uerM ;
3. un ope´rateur (dit de Frobenius) φr : Fil
rM→M semi-line´aire par rapport au Frobenius (c’est-a`-dire
l’e´le´vation a` la puissance p) sur S˜ ;
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4. un ope´rateur (dit de monodromie) N :M→M ve´rifiant :
– (condition de Leibniz) N(ux) = uN(x)− ux pour tout x ∈M ;
– (transversalite´ de Griffith) ueN(FilrM) ⊂ FilrM ;










Les morphismes dans ’Filφ,N
/S˜
sont sans surprise les applications S˜-line´aires qui commutent a` toutes les struc-
tures supple´mentaires. Pour tout entier t 6 r, l’anneau S˜ lui-meˆme muni de FilrS˜ = uetS˜, de φr de´fini par
φr(u
et) = ct et de l’ope´rateur N tel que N(1) = 0 est un exemple d’objet de ’Filφ,N
/S˜
. Avant de passer a` la
de´finition des autres cate´gories, signalons que l’on dispose d’une notion de suite exacte dans ’Filφ,N
/S˜
: une
suite d’objets de cette cate´gorie est dite exacte, si elle est exacte en tant que suite de S˜-modules, et si elle
induit une suite exacte de S˜-modules au niveau des Filr.
Soit ’Modφ,N
/S˜
la sous-cate´gorie pleine de ’Filφ,N
/S˜
regroupant les objetsM pour lesquels φr(Fil
rM) engendre
M comme S˜-module. La cate´gorie essentielle dont nous voulons mener l’e´tude est encore une sous-cate´gorie
de ’Modφ,N
/S˜
; c’est celle qui regroupe les objets M ∈ ’Modφ,N
/S˜







est munie d’un foncteur Tst vers la cate´gorie RepFp(GK) des Fp-repre´sentations du
groupe GK . Pour le de´finir, nous avons besoin d’introduire des anneaux de pe´riodes : comme nous restons
toujours dans le cas des repre´sentations annule´es par p, ces anneaux sont exceptionnellement faciles a` de´crire.
Le premier d’entre eux est, en tant que k-algebre, Aˆ0 = k⊗(φ),kOK¯/p. Il est muni de l’action de GK naturelle.
De plus, pour 0 6 i 6 r, on de´finit FiliAˆ0 comme l’ide´al principal engendre´ par 1⊗ p
i
1 (ou` l’on rappelle que
p1 est une racine p-ie`me de p fixe´e) : cela forme une filtration (finie) de´croissante. On de´finit aussi pour les
meˆmes entiers i une application φi : Fil
iAˆ0 → Aˆ0 en envoyant 1⊗pi1x sur la re´duction modulo p de (−1)
i⊗ xˆp
ou` xˆ ∈ OK¯ est un releve´ quelconque de x. (On montre que le re´sultat ne de´pend que de p
i
1x, et pas de x ni
de son releve´ xˆ.)
L’anneau qui nous inte´ressera le plus est Aˆ, de´fini comme suit. En tant que k-alge`bre, il vaut Aˆ0 〈X〉 ou` la
notation 〈·〉 fait re´fe´rence a` l’alge`bre polynomiale a` puissance divise´es. Il est muni d’un ide´al FilrAˆ engendre´
par les produits Filr−iAˆ0 · X i pour 0 6 i 6 r et par les γi(X) =
Xi
i! pour i > r. On dispose e´galement
d’un morphisme φr : Fil
rAˆ → Aˆ ; c’est celui qui envoie les e´le´ments γi(X) (i > r) sur 0 et l’e´le´ment aX i
(0 6 i 6 r, a ∈ Filr−iAˆ0) sur φr−i(a)Y i avec Y =
(1+X)p−1
p , le calcul de cette dernie`re fraction se faisant
bien entendu dans Zp[X ] avant d’eˆtre re´duit dans Aˆ. L’action de GK se prolonge a` Aˆ graˆce a` la formule
g(X) = g(π1)π1 (1 + X) − 1. Enfin Aˆ apparaˆıt comme une S˜-alge`bre graˆce au morphisme S˜ → Aˆ, u 7→
π1
1+X .
Tout cela fait de Aˆ un objet de ’Filφ,N
/S˜












est munie d’une dualite´ introduite dans le chapitre V de [9]. Rappelons que siM en
est un objet, son dual M⋆ est de´fini comme suit :
1. M⋆ = HomS˜-mod(M, S) ;
2. FilrM⋆ = {f ∈M⋆ / f(FilrM) ⊂ uerS} ;
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3. pour f ∈ FilrM⋆, φ⋆r(f) est l’unique application ve´rifiant φ
⋆
r(f)(φr(x)) = φr ◦f(x) pour tout x ∈ Fil
rM
ou` φr : u
erS˜ → S˜ est l’unique application semi-line´aire envoyant uer sur cr ;
4. pour f ∈ M⋆, N⋆(f) = N ◦ f − f ◦N .
L’associationM 7→M⋆ de´finit une dualite´ dans le sens du paragraphe 1.3. De plus, par le the´ore`me V.4.3.1




ou` par de´finition « (r) » de´signe le twist de Tate et ou` T∨ est la repre´sentation contragre´diente HomFp-mod(T,Fp).
Autrement dit, si l’on muni la cate´gorie RepFp(GK) de la dualite´ T 7→ T
⋆ = T∨(r) le foncteur Tst ve´rifie
l’axiome (Ax4).
Sans l’ope´rateur de monodromie
Il sera important dans la suite de conside´rer un analogue des objets pre´ce´dents dans lequel l’ope´rateur de
monodromie est omis. Ceci ame`ne a` de´finir tout d’abord la cate´gorie ’Filφ
/S˜
dont les objets sont les S˜-modules
M munis d’un FilrM et d’un Frobenius φr : Fil
rM→M (mais pas d’un ope´rateur N) ve´rifiant les meˆmes




, les de´finitions de
celles-ci e´tant identiques a` celles de leurs analogues.








pour M ∈ ’Modφ
/S˜
. Il faut toutefois faire attention au point suivant : le module Tqst(M) n’est pas une
repre´sentation de GK , mais seulement du sous-groupe G1 e´tant donne´ que le morphisme structural S˜ → Aˆ0
n’est pas GK-e´quivariant (mais seulement G1-e´quivariant). On a malgre´ tout un lemme important qui permet
de comparer les foncteurs Tst et Tqst.
Lemme 2.1.1. Soit M un objet de ’Modφ
/S˜
. La projection Aˆ0-line´aire Aˆ → Aˆ0, γn(X) 7→ 0 (n > 1) induit
un isomorphisme G1-e´quivariant Tst(M)→ Tqst(M).
De´monstration. La preuve est une version simplifie´e de celle du lemme 2.3.1.1 de [5] que l’on ne recopie
pas. On notera par contre que celle-ci donne une formule explicite pour l’inverse Tqst(M) → Tst(M) : a`






ou` la somme converge pour la topologie « Fil-adique ».
Ces cate´gories « sans N » sont inte´ressantes car elles admettent une description alternative plus simple.
Soit S˜ = k[[u]] que l’on munit d’un ope´rateur de Frobenius φ : S˜ → S˜ qui agit comme l’e´le´vation a`
la puissance p. Lorsque M est un module sur S˜, on notera φ⋆M = S˜ ⊗(φ),S˜ M. Introduisons ’Mod
φ
/S la
cate´gorie dont les objets sont la donne´e de :
1. un S˜-module M ;
2. un ope´rateur φ-semi-line´aire φ : M → M tel que le conoyau de id⊗ φ : φ⋆M → M soit annule´ par uer.
Comme dans les cas pre´ce´dents, de´finissons Modφ
/S˜
la sous-cate´gorie pleine de ’Modφ
/S˜
forme´e des objets






qui jou¨ıt de proprie´te´s inte´ressantes. En particulier, la compose´e T
S˜
= Tqst ◦MS∞ a une expression simple :
pour tout M ∈Modφ
/S˜






ou` k((u))sep de´signe une cloˆture se´parable de k((u)) et est muni du Frobenius usuel (l’e´le´vation a` la puissance
p). Dans cette dernie`re formule, l’action de G∞ sur le Hom se fait par l’interme´diaire d’une action sur k((u))
sep
qui provient de la the´orie du corps des nombres. Il existe d’autres re´sultats concernant le foncteur M
S˜
qui
nous inte´resserons particulie`rement dans la suite. Nous les regroupons dans le the´ore`me suivant.
6Comme les de´finitions pre´cises de tous les objets qui interviennent ne nous seront pas vraiment utiles ici, nous ne nous
attardons par plus sur le sujet et nous contentons de renvoyer par exemple a` [13] pour une pre´sentation succinte de la the´orie.
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The´ore`me 2.1.2. Le foncteur M
S˜
est une e´quivalence de cate´gories exacte. Tout quasi-inverse est e´galement










De´monstration. La premie`re assertion est une ge´ne´ralisation directe (de´ja` utilise´e par ailleurs dans la litte´ra-
ture) d’un re´sultat de Breuil (the´ore`me 4.1.1 de [4]). La phrase suivante concernant les injections et les
surjections est prouve´e dans la proposition 2.3.2 de [13]. Le second aline´a est, quant a` lui, une version faible
du re´sultat principal7 de loc. cit., meˆme s’il n’est a` aucun endroit e´crit sous une forme aussi concise.
2.2 Ope´rateur de monodromie et prolongement de l’action de Galois
Dans ce paragraphe, nous de´montrons un re´sultat essentiel (proposition 2.2.2) qui pre´cise les liens entre
la donne´e supple´mentaire d’un ope´rateur de monodromie N et le prolongement de l’action de Galois de G1 a`
GK . Les me´thodes de de´monstration (ainsi que les e´nonce´s d’ailleurs) sont tre`s largement inspire´es de celles
de´veloppe´es par Liu dans [21].
On rappelle que π1 ∈ OK est une racine p-ie`me fixe´e de π. Pour tout σ ∈ GK , on de´finit ε(σ) comme
l’image dans Aˆ0 du quotient
σπ1
π1







(On remarque que (1− ε(σ))p−1 s’annule dans Aˆ0, ce qui est en accord avec le fait que l’on arreˆte la somme
a` p− 2.) Il est clair que si σ ∈ G1, alors t(σ) = 0. Sinon, t(σ) est un e´le´ment de valuation
1
p−1 et ve´rifie donc
en particulier t(σ)p−1 = 0. En outre, t de´finit un cocycle, i.e. il est soumis a` la relation t(σσ′) = t(σ)+σt(σ′),
valable pour σ et σ′ dans GK .
Dans la suite, lorsqueM est un objet de Modφ
/S˜
, on sera amene´ a` conside´rer le produit tensorielM⊗S˜ Aˆ0 :
il est naturellement muni d’un Filr (de´fini par FilrM⊗S˜ Aˆ0), d’un φr (qui provient de l’application φr :
FilrM→M) et d’une action de G1 (obtenue par son action naturellement sur le second facteur). Lorsque de
surcroˆıt M ∈ Modφ,N
/S˜
, on prolonge l’action de G1 a` GK tout entier en utilisant l’ope´rateur de monodromie
graˆce a` la formule
σ(x ⊗ a) =
p−2∑
i=0




avec σ ∈ GK , x ∈ M et a ∈ Aˆ0. En utilisant t(σ)it(σ′)j = 0 pour i + j > p − 1, on ve´rifie aise´ment que








pour tout σ ∈ GK . Fixons τ un e´le´ment de GK qui n’appartient pas a` G1 ; avec G1, il engendre GK tout
entier (puisque G1 est d’indice premier dans GK). Notons ε = ε(τ) et t = t(τ) et posons pour finir Aˆ
⋆
0 = Aˆ0
que l’on munit de FilrAˆ⋆0 = Aˆ
⋆
0 et φr = φ. Comme dans la de´monstration du the´ore`me 4.3.4 de [21], on
construit (de fac¸on fonctorielle) des morphismes canoniques
ιM :M⊗S˜ Aˆ0 → Tqst(M)






compatibles a` Filr, φr et l’action de G1 (resp. GK). En outre, ils sont soumis a` la relation ιM ◦ ι⋆M = id⊗ t
r.
Toute cette artillerie permet de de´montrer les deux propositions suivantes.
Proposition 2.2.1. Soient M, M′ des objets de ’Modφ,N
/S˜
et f :M→M′ un morphisme dans ’Modφ
/S˜
. On




7Le travail de [13] n’est pas valable seulement pour les objets annule´s par p, pour une cate´gorie plus grosse d’objets annule´s
par une puissance de p.
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De´monstration. La formule (5) implique que f commute a` tN agissant sur les produits tensorielsM⊗S˜ Aˆ0 et
M′⊗S˜ Aˆ0. Dans Aˆ0, e´crivons t = qu
e ou` q est un e´le´ment de valuation 1p(p−1) . L’application g = f ◦ (u
eN)−
(ueN) ◦ f prend alors ses valeurs dans M′ ⊗S˜ mq ou` mq est le noyau de la multiplication par q sur Aˆ0,





g ◦ φr(x) = φr ◦ (f ◦N −N ◦ f)(x) ∈ φr(M⊗S˜ mq) ⊂M⊗S˜ φr(mq) = 0
la dernie`re e´galite´ provenant d’une simple calcul de valuation. On en de´duit, comme souhaite´, que f et N
commutent.
Proposition 2.2.2. Soient M ∈ ’Modφ,N
/S˜
, M′ ∈ ’Modφ
/S˜
et f : M → M′ un morphisme surjectif dans
’Modφ
/S˜
. On suppose que Tqst(M′) (identifie´ graˆce a` Tqst(f) a` une sous-G1-repre´sentation de Tst(M)) est




On commence par de´montrer deux lemmes.
Lemme 2.2.3. Pour tout M∈ Modφ
/S˜
, on a ker ιM ⊂ t(Fil
rM⊗S˜ Aˆ0).
De´monstration. Notons d le rang de M sur S˜. Posons A = FilrM⊗S˜ Aˆ0 et B = ιM(A). En s’appuyant sur
le fait que Aˆ0 est un anneau de Be´zout et sur l’inclusion Fil
rM ⊂ FilrS·M, on montre que A/tA est libre
de rang d sur k ⊗(φ),k OK¯/t. Par ailleurs, la compatibilite´ de ι
⋆
M a` Fil
r montre que l’image de ce morphisme
est incluse dans A. De la relation ιM ◦ ι
⋆
M = id⊗ t
r, on de´duit tr(Tqst(M)
⋆⊗Fp Aˆ0) ⊂ B, d’ou` il suit, comme
pre´ce´demment, que B/tB est aussi libre de rang d sur k ⊗(φ),k OK¯/t. L’application ιM induit une surjection
line´aire A/tA → B/tB. Comme les espaces de de´part et d’arrive´e sont des modules libres de meˆme rang, c’est
un isomorphisme et le lemme en de´coule.




). Alors K = ker f





De´monstration. Il suffit de traiter le cas de Modφ
/S˜
, l’ope´rateur de monodromie ne posant pas de proble`mes.
E´tant donne´ ce que nous avons vu, le plus simple est de passer par l’e´quivalence avec Modφ
/S˜
. D’apre`s le
the´ore`me 2.1.2, f provient d’un morphisme surjectif g : M → M′ de Modφ
/S˜
. D’apre`s la de´finition des objets
de cette cate´gorie, il est clair que ker g en est un objet. L’exactitude de M
S˜
montre alors que M
S˜
(ker g)
s’identifie a` K, d’ou` re´sulte le lemme.
De´monstration de la proposition 2.2.2. Soit K le noyau de f ; d’apre`s le lemme 2.2.4, c’est un objet de Modφ
/S˜
.
Pour conclure, il suffit de montrer qu’il est stable par N . L’hypothe`se assure que Tqst(K)⋆ est stable par GK
dans Tst(M)⋆. On en de´duit, en utilisant l’exactitude de Tqst et l’e´galite´ (5), que tf ◦N(K) ⊂ ker ιM′ . Avec
le lemme 2.2.3, on re´cupe`re tf ◦N(K) ⊂ t(FilrM′⊗S˜ Aˆ0). On suit alors la me´thode de de´monstration utilise´e
pour la proposition 2.2.1 : dans Aˆ0, on peut e´crire t = qu
e ou` q est un e´le´ment de valuation 1p(p−1) . En
« divisant » la dernie`re inclusion par q, on obtient
f ◦ (ueN)(K) ⊂ (M′ ⊗S˜ kermq) + (u
eFilrM′ ⊗S˜ Aˆ0)
ou` mq de´signe la multiplication par q sur Aˆ0. On remarque que ker mq (resp. Fil
rS·Aˆ0) est forme´ des
e´le´ments de valuation supe´rieure ou e´gale a` 1 − 1p(p−1) (resp.
r
p ). On en de´duit ker mq ⊂ Fil
rS·Aˆ0, puis
M′⊗S˜ kermq ⊂ u
eFilrM′⊗S˜ Aˆ0. Ainsi f ◦ (u
eN)(K) ⊂ ueFilrM′⊗S˜ Aˆ0. Soit maintenant x ∈ Fil
rK. Posons
y = φr(x) et z = N(y). Par ce qui pre´ce`de :
cf(z) = f ◦ (cN) ◦ φr(x) = f ◦ φr ◦ (u
eN)(x) = φr ◦ f ◦ (u
eN)(x) ∈ φr(u
eFilrM′ ⊗S˜ Aˆ0) = 0
d’ou` f(z) = 0, i.e. z ∈ K (car la fle`che K → K ⊗S˜ Aˆ0 est injective). Puisque φr(Fil
rK) engendre K, on en
de´duit que K est stable par N comme voulu.
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Application : de´coupage par une sous-repre´sentation




), tout quotient de M (dans cette cate´gorie) de´termine une
sous-repre´sentation de T = Tqst(M) (resp. T = Tst(M)). Nous donnons ici une construction dans l’autre
sens : a` partir d’une sous-repre´sentation de T , on retrouve un quotient (en fait, l’unique quotient) de M qui
lui correspond.




) et T ′ une sous-G1-repre´sentation de
T = Tqst(M) (resp. une sous-GK-repre´sentation de Tst(M)). Alors, il existe un unique quotient M′ de M




) et pour lequel, en notant f la projection canonique M → M′,
Tqst(f) (resp. Tst(f)) s’identifie a` l’inclusion T
′ →֒ T .
De´monstration. On commence par traiter le cas des objets de Modφ
/S˜
(i.e. sans monodromie). En utilisant
l’e´quivalence avec Modφ
/S˜
, il revient au meˆme de travailler dans cette dernie`re cate´gorie. Notons donc M l’objet
de Modφ
/S˜
correspondant a` M. On rappelle que G∞ est le sous-groupe de G1 correspondant a` l’extension
K∞ =
⋃
n∈N K(πn). Nous allons utiliser la classification usuelle des repre´sentations de G∞ a` coefficients dans
Fp telle que de´veloppe´e dans [16], §A.1 (pour une pre´sentation bien plus succinte, on pourra se reporter a` [13],
§3.1). Soit M ′ le φ-module sur k((u)) associe´ a` T ′|G∞ . La donne´e de l’inclusion T
′ →֒ T fait apparaˆıtre M ′
comme un quotient deM = M[1/u]. On note M′ l’image de M dansM ′. C’est un objet de Modφ
/S˜
dont la G1-
repre´sentation associe´e s’identifie a` T ′, au moins en tant que G∞-repre´sentation. Toutefois, comme l’inclusion
T ′ →֒ T est par hypothe`se G1-e´quivariante, l’isomorphisme TS˜(M
′) ≃ T ′ doit lui aussi eˆtre G1-e´quivariant et
l’existence est de´montre´e. L’unicite´ re´sulte de l’e´galite´ ker f =
⋃
h∈T ′ kerh, elle-meˆme conse´quence du lemme
2.1.5 de [13].
Le cas « avec monodromie » s’obtient directement en combinant ce que l’on vient de de´montrer avec la
proposition 2.2.2.
Corollaire 2.2.6. Les images essentielles de Tqst de´fini sur Mod
φ
/S˜




par sous-objets et quotients.
De´monstration. La stabilite´ par sous-objets est imme´diate apre`s la proposition 2.2.5. La stabilite´ par quotients
s’obtient par dualite´.
E´nonc¸ons pour conclure ce paragraphe un corollaire de la proposition 2.2.5 qui nous sera utile a` plusieurs
reprises dans la suite.




) et T ′ une sous-G1-repre´sentation de T =




⊂ uM. Alors T = T ′.










). Par ailleurs, on a clairement K ⊂
⋂
h∈T ′ ker h, d’ou` K ⊂ uM. Par liberte´ de K sur S˜, ceci ne peut
se produire que si K = 0. Ainsi f est un isomorphisme et T = T ′.
2.3 Ve´rification des axiomes
On est a` pre´sent en mesure de montrer que le foncteur Tst : Mod
φ,N
/S˜
→ RepFp(GK) satisfait certains
axiomes de la section 1. Plus pre´cise´ment, nous allons montrer que ce foncteur est un pylonet additif et
autodual en e´tablissant (Ax1), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) et (Ax5). En fait, (Ax1) est de´ja` connu
(corollaire 2.3.3 de [13]), de meˆme que (Ax4) que nous avons rappele´ brie`vement en 2.1. L’axiome (Ax5),
quant a` lui, est imme´diat, tandis que (Ax3b) re´sulte de la ve´racite´ de la proposition correspondant pour
la fibration Tqst. Il ne reste donc qu’a` prouver (Ax2) et (Ax3a). C’est l’objet des deux propositions qui
suivent.
Proposition 2.3.1. La fibration Tst : Mod
φ,N
/S˜
→ RepFp(GK) ve´rifie l’axiome (Ax2).
De´monstration. Il faut prendre garde au fait que Tst est un foncteur contravariant. On rappelle que notre
convention a` ce propos est de le conside´rer comme un foncteur covariant de Modφ,N
/S˜
dans la cate´gorie oppose´e
de Rep
Fp
(GK). En particulier, (Ax2) signifie que Mod
φ,N
/S˜
admet des conoyaux et que Tst transforme ceux-ci
en noyaux. C’est ce que nous allons de´montrer.
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Soit f :M→M′ un morphisme dans Modφ,N
/S˜
. On note T = Tst(M) et T
′ = Tst(M
′). Soit C le quotient
de M′ associe´ a` K = ker Tst(f) ⊂ T ′ par la correspondance de la proposition 2.2.5. Par de´finition, on a




conside`re pour cela X ∈ Modφ,N
/S˜
muni d’un morphisme g : M′ → X tel que g ◦ f = 0. Notons pr : M′ → C






l’identification T ′ = T
S˜
◦MS˜(M
′) (voir formule (3)), on peut voir les e´le´ments de T ′ comme des morphismes
de MS˜(M








ou` L est l’image de Tst(g) : Tst(X ) → T ′. Du fait que g ◦ f = 0, on de´duit L ⊂ K et donc, par les formules
pre´ce´dentes, que kerMS˜(pr) ⊂ kerMS˜(g). On en de´duit que MS˜(g) se factorise par MS˜(pr). En appliquant
M
S˜
, on obtient un morphisme g′ : C → X dans Modφ
/S˜
tel que g′ ◦ pr = g. On remarque alors que Tqst(g′)
n’est rien d’autre que la corestriction a` T ′ de Tqst(g) = Tst(g). Ainsi Tqst(g) est GK -e´quivariant et par la
proposition 2.2.1, g′ commute a` N , i.e. g′ est un morphisme dans la cate´gorie Modφ,N
/S˜
. Pour montrer la
proprie´te´ universelle du conoyau, il ne reste plus qu’a` justifier l’unicite´ de g′ mais elle est claire une fois que
l’on a remarque´ que pr est surjectif.





(GK) ve´rifie l’axiome (Ax3a).




identification Tst(M1) ≃ Tst(M2) ≃ T . On pose M = M1 ⊕M2 et on de´finit M′ comme le quotient de
M attache´e a` la repre´sentation diagonale de Tst(M) ≃ T ⊕ T via la correspondance de la proposition 2.2.5.
Montrons que M′ est la somme directe de M1 et M2 dans la fibre au-dessus de T .
Par construction, M′ est muni de morphismes f1 : M1 →M′ et f2 : M2 →M′ (obtenus en plongeant
d’abord M1 et M2 dans M) qui induisent des isomorphismes apre`s application de Tst. Pour conclure, il
suffit de montrer que si N est un objet de Modφ,N
/S˜
munis de morphismes g1 : M1 → N et g2 : M2 → N
induisant des isomorphismes via Tst, alors il existe un unique morphisme h : N →M′ tel que h ◦ f = g ou`
f = f1 ⊕ (−f2) et g = g1 ⊕ (−g2). Cela se fait de meˆme que dans la preuve de la proposition 2.3.1.
Pour re´capituler, on a prouve´ le the´ore`me suivant :





(GK) est un pylonet (contravariant) additif et autodual.
En particulier, tous les re´sultats du the´ore`me 1.6.1 s’appliquent.









Terminons par quelques remarques en revenant tout d’abord un instant sur le cas de Modφ
/S˜
(i.e. sans
N). Via l’e´quivalence avec Modφ
/S˜
, les travaux de [13] montrent que le foncteur Max s’interpre`te alors sim-
plement comme l’extension des scalaires de S˜ a` S˜[1/u]. Le the´ore`me 2.3.3 fournit donc en un certain sens un
subsitut a` cette extension des scalaires (qui n’est en effet par re´alisable directement ici e´tant donne´ que u est
inversible). On peut se demander si emprunter ce chemin de´tourne´ est vraiment ne´cessaire, ou si au contraire,
il n’existe pas une cate´gorie e´quivalente a` Modφ,N
/S˜
pour laquelle l’ope´ration Max se re´aliserait par un simple
produit tensoriel. Le cas e´che´ant, il serait inte´ressant de se demander en outre si ces nouveaux objets ont une
interpre´tation cohomologique.
Une des conse´quences du the´ore`me 2.3.3 est le fait que la cate´gorie Maxφ,N
/S˜
est abe´lienne. Un des inte´rets
que cela peut pre´senter est l’utilisation des me´thodes (co)homologiques en lien avec cette cate´gorie. He´las, cela
ne peut se faire directement car Maxφ,N
/S˜
ne posse`de pas assez d’injectifs. Il s’agit par contre d’une cate´gorie
dont tous les objets sont de longueur finie a` laquelle on peut appliquer les me´thodes de [24] : Maxφ,N
/S˜
se
plonge de fac¸on pleinement fide`le dans la cate´gorie des ind-objets Ind(Maxφ,N
/S˜
) dans laquelle on peut calculer
les foncteurs de´rive´s de fac¸on classique en utilisant des re´solutions injectives.
2.4 Un re´sultat de pleine fide´lite´





De´monstration. SoientM etM′ deux objets de Maxφ,N
/S˜
. On pose T = Tst(M), T
′ = Tst(M
′), et on suppose
donne´ un morphisme GK-e´quivariant g : T
′ → T . En factorisant g par T ′ ։ im g →֒ T et en se rappelant que
l’image essentielle de Tst est stable par sous-objets (corollaire 2.2.6), on se rame`ne a` supposer successivement
que g est injectif puis surjectif. Si g est injectif, la proposition 2.2.5 montre l’existence d’un morphisme
f : M → M′′ dans Modφ,N
/S˜
tel que Tst(f) = g. Le morphisme Max(f) rele`ve alors g dans la cate´gorie
Maxφ,N
/S˜
. La cas « g surjectif » s’obtient par dualite´.
3 Quelques formules explicites
La me´thode que nous avons utilise´e dans la section 2 pour de´montrer le the´ore`me 2.3.3 a l’avantage d’eˆtre
efficace mais, en contrepartie, elle donne une pre´sentation des objets construits (conoyaux, bornes supe´rieures
dans une fibre) en termes de repre´sentations galoisiennes. En un sens, ceci n’est pas satisfaisant car un des
objectifs recherche´s par l’introduction de la cate´gorie Modφ,N
/S˜
est de pouvoir faire des calculs entie`rement du
coˆte´ « alge`bre line´aire » sans jamais avoir affaire aux repre´sentations galoisiennes.
Cette section a pour but de reme´dier a` ce proble`me. Pour cela, apre`s avoir fait quelques de´veloppements sur
le calcul des noyaux et conoyaux dans ’Modφ,N
/S˜
en 3.1, nous construisons une nouvelle cate´gorie, note´e Re´dφ,N
/S˜
,
d’objets que nous qualifions de Tst-re´duits (sous-section 3.2). Nous montrons ensuite que cette cate´gorie est
e´quivalente a` Modφ,N
/S˜




Finalement, dans une dernie`re partie, nous donnons encore une formule explicite qui permet de retrouver a`





) qui lui est associe´.
3.1 Deux adjonctions
On commence par introduire de nouvelles cate´gories encore plus vastes que les pre´ce´dentes. La premie`re
d’entre elle est ’Uniφ,N
/S˜
(Uni pour « univers »). Elle regroupe les objets qui sont la donne´e des points suivants :
1. un S˜-module M ;
2. un S˜-module FilrM muni d’un morphisme (pas ne´cessairement injectif) ι : FilrM→M dont l’image
contient uerM ;
3. un morphisme φ-semi-line´aire φr : Fil
rM→M ;
4. des morphismes N :M→M et NFil : Fil
rM→ FilrM ve´rifiant :
– (condition de Leibniz) N(ux) = uN(x)−ux pour tout x ∈ M et NFil(ux) = uNFil(x)−ux pour tout
x ∈ FilrM




















Les morphismes dans ’Uniφ,N
/S˜
sont les paires (f : M → M′, fFil : Fil
rM → FilrM′) qui sont compatibles





objets M tels que φr(Fil





























) est constitue´e des objets pour lesquels le morphisme ι est injectif. Il est
finalement facile de voir que le paralle´logramme pre´ce´dent est carte´sien, c’est-a`-dire que l’intersection (calcule´e
dans ’Uniφ,N
/S˜




n’est autre que ’Modφ,N
/S˜
.
Les notations Gen et Fil doivent maintenant eˆtre plus claires : on utilise Gen (comme « engendre » ou
« generate ») pour de´signer les objets sur lesquels l’image de φr engendre tout, et Fil (comme « filtration »)
pour les objets pour lesquels FilrM de´finit un ve´ritable sous-module, c’est-a`-dire pour lesquels l’application
FilrM→M est injective.
Le but de cette sous-section est de construire des adjoints aux quatre foncteurs d’inclusion que nous
venons d’introduire. E´tant donne´ que nous ne souhaitons pas nous limiter a` une cate´gorie d’objets de type
fini (en particulier pour les constructions mene´es en 3.5), la construction de ces adjonctions va reposer sur
une induction transfinie. Si le lecteur n’est pas familier avec ce type de manipulations, et qu’il ne souhaite
pas s’impliquer trop loin dans cette direction, nous l’invitons a` supposer que tous les objets M sont de type
fini sur S˜, a` remplacer syste´matiquement dans la suite le mot « ordinal » (resp. « induction transfinie »)
par la locution « entier naturel » (resp. « re´currence »), et a` ignorer tout ce qui concerne les ordinaux
limites. L’hypothe`se de type finitude, combine´e au fait que S˜ soit un anneau artinien, entraˆıne que toutes les
constructions ite´ratives que nous allons entreprendre se stabilisent au bout d’un nombre fini (et pas transfini)
d’e´tapes.
Le foncteur Gen
SoitM un objet de ’Uniφ,N
/S˜
. On de´finit par induction transfinie une suite de´croissante (Genα(M)) (indexe´e
par les ordinaux α) de sous-objets (dans ’Uniφ,N
/S˜
) deM. Pour α = 0, on pose simplement Gen0(M) =M. Si







ment, si α = β+1 est un ordinal successeur, Genα(M) est le sous-S˜-module engendre´ par φr(Fil
rGenβ(M))




On le munit de FilrGenα(M) = ι−1(Genα(M)). Par construction l’application φr envoie Fil
rGenβ(M) dans
Genα(M) et donc induit bien par restriction un morphisme φr : Fil
rGenα(M) → Genα(M). De meˆme,
par de´finition de FilrGenα(M), le morphisme ι envoie Fil
rGenα(M) dans Genα(M). Les diagrammes (6)
impliquent dans l’ordre que N stabilise Genα(M) puis que NFil stabilise Fil
rGenα(M). On a ainsi bien de´fini
un objet Genα(M) de ’Uni
φ,N
/S˜
, ce qui termine notre induction transfinie.
Les proprie´te´s usuelles des ordinaux impliquent que la suite (Genα(M)) est stationnaire. On appelle
Gen(M) la valeur limite atteinte par cette suite. Il est alors clair que φr(Fil
rGen(M)) engendre Gen(M),
c’est-a`-dire que Gen(M) est un objet de ’Genφ,N
/S˜
. Par induction transfinie, on montre qu’un morphisme
M→M′ induit par restriction des fle`ches Genα(M)→ Genα(M′) pour tout ordinal α, et donc finalement










. Par ailleurs, il est facile de voir que la restriction
de Gen a` ’Filφ,N
/S˜
prend ses valeurs dans ’Modφ,N
/S˜
.








) est un adjoint a`













, l’autre cas e´tant ab-
solument semblable. Soient M ∈ ’Genφ,N
/S˜
et M′ ∈ ’Uniφ,N
/S˜
. Il suffit de montrer que tout morphisme
f :M→M′ se factorise de fac¸on unique par Gen(M′). L’unicite´ re´sulte de ce que les fle`ches Gen(M′)→M′
et FilrGen(M′) → FilrM′ sont injectives. Pour l’existence, il suffit de remarquer que Gen(f) permet cette
factorisation.
Corollaire 3.1.2. La cate´gorie ’Modφ,N
/S˜
admet des noyaux.
De´monstration. Soit f :M→M′ un morphisme dans ’Modφ,N
/S˜
. Le noyau au sens usuel de f , disons K, he´rite
par restriction des structures supple´mentaires de M : on pose FilrK = K ∩ FilrM, et on ve´rifie directement
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φr(Fil
rK) ⊂ K et N(K) ⊂ K. On obtient comme ci un objet de ’Filφ,N
/S˜
. Le lemme 3.1.1 assure alors que
Gen(K) est un noyau de f dans la cate´gorie ’Modφ,N
/S˜
.
Il existe une version le´ge`rement plus pre´cise du corollaire pre´ce´dent. Elle dit que la cate´gorie ’Filφ,N
/S˜
admet
des noyaux (ceux-ci sont construits de la manie`re na¨ıve) et que si f :M→M′ est un morphisme de ’Filφ,N
/S˜
qui admet pour noyau K, alors Gen(f) admet pour noyau Gen(K) dans la cate´gorie ’Modφ,N
/S˜
. On prendra
garde par contre au fait que ceci n’implique aucune exactitude (au sens des suites exactes dans ’Filφ,N
/S˜
) pour
le foncteur Gen. On a toutefois, a` ce sujet, le re´sultat tre`s partiel suivant :
Lemme 3.1.3. Soit 0 → M′′ → M → M′ → 0 une suite exacte dans ’Filφ,N
/S˜
. On suppose qu’il existe un
ordinal α tel que Genα(M′) = 0. Alors pour tout ordinal β, on a Genα+β(M) ⊂ Genβ(M′′).
De´monstration. Il suffit de prouver le lemme pour β = 0, les autres cas se de´duisant de celui-ci par une
induction transfinie imme´diate. Or l’image de Genα(M) dans M′ est contenue dans Genα(M′) qui est nul
par hypothe`se. Ainsi Genα(M) ⊂M′′ = Gen0(M′′), comme voulu.
Corollaire 3.1.4. Si 0→M′′ →M→M′ → 0 est une suite exacte et si Gen(M′) = Gen(M′′) = 0, alors
Gen(M) = 0.
De´monstration. L’hypothe`se Gen(M′) = Gen(M′′) = 0 implique l’existence d’ordinaux α et β tels que
Genα(M′) = 0 et Genβ(M′′) = 0. Par le lemme pre´ce´dent Genα+β(M) = 0 et la corollaire en re´sulte.
Le calcul de Gen(Aˆ)
Si M est un objet de ’Modφ,N
/S˜
, on a Gen(M) =M, ce qui entraˆıne Tst(M) = Hom’Modφ,N
/S˜
(M,Gen(Aˆ)).
Il semble donc inte´ressant de calculer Gen(Aˆ), et c’est ce que nous nous proposons de faire ci-apre`s comme
premier exercice de manipulation du foncteur Gen. Cerise sur le gaˆteau, nous allons constater qu’il a une
structure tre`s simple.
Du fait que tout e´le´ment de OK¯ posse`de certainement une racine p-ie`me, on de´duit que φi : Fil
i(k ⊗(φ),k






(k ⊗(φ),k OK¯/p) · Y
i ⊂ Aˆ.
Par de´finition Gen1(Aˆ) est le sous-S˜-module de Aˆ engendre´ par φr(Fil
rAˆ). Ainsi si l’on note Sˆ l’image
du morphisme naturel S˜ ⊗k Aˆ0 → Aˆ, on a Gen1(Aˆ) =
∑r
i=0 Sˆ · Y
i. Il s’agit maintenant de calculer les
ite´re´s suivants, mais par chance, cela est assez simple. En effet, on remarque que l’e´le´ment (1 ⊗ πr−i1 )Y
i est
simultane´ment dans Gen1(Aˆ) et dans Fil
rAˆ. De plus φr((1⊗π
r−i
1 )Y
i) = (−1)r−iY i. Ceci entraˆıne Gen2(Aˆ) ⊃
Gen1(Aˆ) puis l’e´galite´, l’inclusion re´ciproque e´tant contenue dans la de´finition. Ainsi la suite des Genα(Aˆ)
est stationnaire a` partir de α = 1. L’expression de Gen(Aˆ) en re´sulte directement
Gen(Aˆ) = Gen1(Aˆ) =
r∑
i=0
Sˆ · Y i.
Le lemme suivant termine de pre´ciser la structure alge´brique de Gen(Aˆ).
Lemme 3.1.5. La famille des Y i (0 6 i 6 r) est libre sur Sˆ. Ainsi, Gen(Aˆ) est un Sˆ-module libre de rang
r + 1 de base (Y i)06i6r.
De´monstration. Nous montrons un re´sultat le´ge`rement plus fort, a` savoir la liberte´ sur un anneau plus gros
Bˆ. Cet anneau est de´fini comme la sous-(k ⊗(φ),k OK¯/p)-alge`bre de Aˆ engendre´e par X . Il est isomorphe a`
(k ⊗(φ),k OK¯/p)[X ]/X
p et fait de Aˆ un Bˆ-module libre de base (γpj(X))j>0. Par ailleurs, un calcul direct
montre que sur cette base Y i (pour 0 6 i 6 r) n’a de composantes non nulles que pour j 6 i, et que la
composante en j = i est inversible (c’est un e´le´ment non nul de Fp). La conclusion en de´coule.
Remarque. De ce qui pre´ce`de, il re´sulte sans mal que l’image de φr : Fil
rGen(Aˆ) → Gen(Aˆ) est le sous
(k ⊗(φ),k OK¯/p)-module (libre) engendre´ par les Y
i avec 0 6 i 6 r.
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Le foncteur Fil





. SoitM ∈ ’Uniφ,N
/S˜
. On de´finit par induction une suite transfinie (Filα(M)) de quotients successifs de
M. On pose tout d’abord Fil0(M) =M.
Supposons que α = β+1 soit un ordinal successeur. Notons K le noyau de ι : FilrFilβ(M)→ Filβ(M) et








Par construction, φr : Fil
rFilβ(M)→ Filβ(M) se factorise en un morphisme φr : Fil
rFilα(M)→ Filα(M). En
outre, ι induit une application (injective) FilrFilα(M)→ Filβ(M) que l’on peut composer avec la projection
canonique Filβ(M)→ Filα(M) pour obtenir un nouveau morphisme ι : Fil
rFilα(M)→ Filα(M). La commu-
tation des diagrammes (6) implique dans l’ordre NFil(K) ⊂ K puis N(Q) ⊂ Q. On en de´duit des ope´rateurs
NFil et N agissant respectivement sur les quotients Fil
rFilα(M) et Filα(M) dont il est facile de ve´rifier qu’ils




d’un morphisme surjectif Filβ(M) → Filα(M). Ceci montre que Filα(M) apparaˆıt comme un quotient de
Filβ(M) et donc aussi de M.
Finalement, si α est un ordinal limite, on pose simplement Filα(M) = lim−→β<α
Filβ(M). La suite des
Filα(M) est stationnaire, et sa limite, note´e Fil(M), est ne´cessairement un objet de ’Uni
φ,N
/S˜
sur lequel ι est
injectif, c’est-a`-dire un objet de ’Filφ,N
/S˜
. Par ailleurs, si f : M → M′ est un morphisme dans ’Uniφ,N
/S˜
, on
ve´rifie par induction transfinie qu’il induit pour tout ordinal α un morphisme Filα(M)→ Filα(M′) et donc,










. Le fait que Fil(M) apparaisse comme
un quotient de M montre que Fil stabilise la cate´gorie ’Genφ,N
/S˜














) est un adjoint a` gauche









De´monstration. Soient M ∈ ’Uniφ,N
/S˜
et M′ ∈ ’Filφ,N
/S˜
. Il suffit de montrer que tout morphisme f :M→M′
se factorise de fac¸on unique par Fil(M). L’unicite´ re´sulte de ce que la fle`che M → Fil(M) est surjective
(sur les modules sous-jacents et sur les Filr). Pour l’existence, on remarque que Fil(M′) = M′ puis que le





Corollaire 3.1.7. La cate´gorie ’Modφ,N
/S˜
admet des conoyaux.
De´monstration. En vertu du lemme 3.1.6, il suffit de montrer que ’Genφ,N
/S˜
admet des conoyaux. Soit donc
f :M→M′ un morphisme dans ’Genφ,N
/S˜
. On note C (resp. FilrC) le conoyau du morphisme sous-jacent a` f
(resp. du morphisme donne´ par f sur les Filr). Il est alors aise´ de ve´rifier que les structures supple´mentaires
sur M′ passent au quotient pour faire de C un objet de ’Uniφ,N
/S˜
qui, est en fait dans ’Genφ,N
/S˜
.
Remarque. Si f : M →M′ est strictement compatible a` Filr dans le sens ou` f(FilrM) = f(M) ∩ FilrM′,




Terminons par un dernier re´sultat important concernant le foncteur Fil.
Lemme 3.1.8. Pour tout objet M ∈ ’Genφ,N
/S˜




De´monstration. C’est une conse´quence directe du lemme 3.1.6.
Corollaire 3.1.9. Soit f :M→M′ un morphisme dans ’Modφ,N
/S˜
. Si C de´signe son conoyau (dans ’Modφ,N
/S˜
),
alors Tst(C) est le noyau de Tst(f) : Tst(M′)→ Tst(M).
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Sans la monodromie
Bien entendu, tout ce qui vient d’eˆtre fait peut se refaire sans difficulte´ supple´mentaire avec les objets






les cate´gories obtenues et encore Gen et Fil les foncteurs
adjoints. Ceci ne preˆte pas a` confusion car on ve´rifie facilement que ces foncteurs commutent aux foncteurs
d’oubli.
3.2 E´le´ments nilpotents et objets re´duits
On introduit ici la cate´gorie Re´dφ,N
/S˜
qui va eˆtre amene´ a` jouer un grand roˆle dans la suite.
De´finition 3.2.1. SoitM∈ ’Modφ,N
/S˜
. Un e´le´ment x ∈ M est Tst-nilpotent si f(x) = 0 pour tout f ∈ Tst(M).
L’ensemble des e´le´ments Tst-nilpotents de M est note´ Nilst(M).
Le module M est dit Tst-re´duit si Nilst(M) = 0.
Remarque. Les de´finitions pre´ce´dentes auraient un sens pour une cate´gorie plus ge´ne´rale que ’Modφ,N
/S˜
, mais
finalement que peu d’inte´reˆt pour les applications que nous souhaitons de´velopper ici. Pour simplifier un peu
la pre´sentation, nous nous restreignons donc au cas de ’Modφ,N
/S˜
.





. Soit Re´dst(M) le
quotient deM par Nilst(M). Les structures supple´mentaires surM passent au quotient et font de Re´dst(M)
un objet de ’Modφ,N
/S˜
. De plus, l’application de passage au quotient M→ Re´dst(M) induit un isomorphisme
Tst(Re´dst(M)) ≃ Tst(M). Il en re´sulte que Re´dst(M) est un objet Tst-re´duit, ou si l’on pre´fe`re que Re´dst ◦





) la sous-cate´gorie pleine de ’Modφ,N
/S˜
qui regroupe les objets Tst-re´duits

















ou` les fle`ches →֒ symbolisent les inclusions et la fle`che։ un foncteur essentiellement surjectif. Par un argument
analogue a` celui utilise´ dans la preuve du lemme 3.1.6, on obtient :





est un adjoint a` gauche du foncteur d’inclusion.




admettent des conoyaux. De plus, si f est un morphisme
dans une de ces deux cate´gories, et si C est le conoyau de f , alors Tst(C) s’identifie au noyau de Tst(f).
De´monstration. Soit f : M → M′ un morphisme dans ’Re´dφ,N
/S˜
. Le corollaire 3.1.7 assure que f admet un
conoyau C dans ’Modφ,N
/S˜




siM′ est de type fini, il en est de meˆme de C puis de Re´dst(C) puisque ce sont des quotients successifs deM
′.
Donc, si f est un morphisme dans Re´dφ,N
/S˜
, son conoyau dans ’Re´dφ,N
/S˜




admet, elle aussi, des conoyaux.
La proprie´te´ de compatibilite´ au foncteur Tst re´sulte du corollaire 3.1.9 et de l’identification canonique
Tst(Re´dqst(C)) ≃ Tst(C).
Sans la monodromie
E´videmment, il est possible de rejouer la chanson en omettant partout l’ope´rateurN . SiM est un objet de
’Modφ
/S˜
, on dit que x ∈ M est Tqst-nilpotent si f(x) = 0 pour tout f ∈ Tqst(M) ; on note Nilqst(M) l’ensemble
des e´le´ments Tqst-nilpotents et Re´dqst(M) = M/Nilqst(M). La projection canonique M → Re´dqst(M) est
envoye´ sur un isomorphisme par le foncteur Tqst. Les e´quivalents du lemme 3.2.2 et du corollaire 3.2.3 sont





dans un diagramme analogue a` (7).
22
Question terminologie, un objetM pour lequel Nilqst(M) = 0 est dit Tqst-re´duit et Re´dqst(M) est encore
appele´ le Tqst-re´duit de M. Malheureusement, si N est un objet de ’Mod
φ,N
/S˜
, les notions « Tqst-nilpotent »
et « Tst-nilpotent » ne co¨ıncident pas ; il est donc ne´cessaire de faire la distinction dans l’e´criture et la
terminologie. On a malgre´ tout le lemme suivant.
Lemme 3.2.4. Soit M∈ ’Modφ,N
/S˜
. Alors
Nilst(M) = {x ∈M / ∀i > 0, N
i(x) ∈ Nilqst(M)}.
En particulier Nilst(M) ⊂ Nilqst(M) et la projection M→ Re´dqst(M) se factorise par Re´dst(M).
De plus Nilqst(Re´dst(M)) est l’image de Nilqst(M) dans Re´dst(M), et Re´dqst ◦Re´dst(M) = Re´dqst(M).
De´monstration. La premie`re partie du lemme est une conse´quence directe du lemme 2.1.1 et de la remarque
faite dans sa de´monstration. De Nilst(M) ⊂ Nilqst(M), on de´duit que la projectionM→ Re´dst(M) induit un
isomorphisme apre`s application de Tqst. La dernie`re partie du lemme re´sulte facilement de cette remarque.
3.3 Des e´quivalences de cate´gories
Le but de cette sous-section est de de´montrer le the´ore`me suivant.



























nous sera particulie`ment utile dans la suite pour mener a` bien un certain nombre de constructions.
De´finition des quasi-inverses





le foncteur de´fini par la formule usuelle :
Modqst(M) = S˜ ⊗(φ),k[u]/ue
FilrM
ueFilrM
les structures additionnelles s’obtenant comme suit. Remarquons tout d’abord que l’on dispose d’un mor-
phisme S˜-line´aire pr = id ⊗ φr : Modqst(M) → M. Celui-ci est surjectif puisque par hypothe`se φr(Fil
rM)
engendre M. On pose FilrModqst(M) = pr−1(Fil
rM) et φr(x) = 1⊗ pr(x) pour x ∈ Fil
rModqst(M). Ainsi,
Modqst(M) est un objet ’Mod
φ
/S˜
, qui est bien entendu de type fini de S˜. Il reste a` voir qu’il est bien dans
Modφ
/S˜
, c’est-a`-dire qu’il est libre sur S˜. Cela re´sulte directement de la proposition 3.3.3 (ci-dessous) dont la
de´monstration est base´e sur le lemme suivant.
Lemme 3.3.2. Soit y ∈ FilrAˆ0. On suppose φr(y) 6= 0. Alors ue−1y 6= 0.
De´monstration. Comme φr(y) est non nul, y est lui-meˆme non nul et posse`de une valuation p-adique v bien
de´finie (on rappelle que Aˆ0 est isomorphe en tant qu’anneau a` OK¯/p). De φr(y) 6= 0, il de´coule pv − r < 1.
Il s’ensuit v < r+1p 6 1−
1
p puis u
e−1y = πe−11 y 6= 0.
Proposition 3.3.3. Soit M ∈ Re´dφ
/S˜
. Alors FilrM/ueFilrM est libre sur k[u]/ue.
De´monstration. Puisque M est de type fini, il existe un k[[u]]-module libre de rang fini Mˆ muni d’un mor-
phisme surjectif pr : Mˆ → M. On peut en outre supposer que Mˆ est de rang minimal, ce qui entraˆıne
facilement via la the´orie des diviseurs e´le´mentaires que ker pr ⊂ uMˆ, c’est-a`-dire que pr induit un isomor-
phisme Mˆ/uMˆ ≃M/uM. Notons d le rang de Mˆ. Soit FilrMˆ l’image re´ciproque par f de FilrM. Il existe
xˆ1, . . . , xˆd une base de Fil
rMˆ et des entiers n1, . . . , nd tels que un1 xˆ1, . . . , und xˆd soit une base de ker pr. Soit
xi ∈ M l’image de xˆi. Du fait que φr(Fil
rM) engendre M, on de´duit que la famille des φr(xi) mod u en-
gendreM/uM. Comme elle est de cardinal d, elle en est une base. En particulier, aucun des φr(xi) n’est nul.
Comme M est Tqst-re´duit, il existe pour tout i, un e´le´ment fi ∈ Tqst(M) tel que fi(φr(xi)) 6= 0. Fixons un
indice i et posons y = fi(xi) ∈ Fil
rAˆ0. On a φr(y) 6= 0, et donc par le lemme 3.3.2, fi(ue−1xi) = ue−1y 6= 0.
On en de´duit que ue−1xi est lui-meˆme non nul, i.e u
e−1xˆi 6∈ ker pr. Ainsi ni > e, et comme ceci est vrai pour
tout i, la proposition est de´montre´e.
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On peut proce´der de meˆme lorsque l’ope´rateur de monodromie est pre´sent : a` un objet M de Re´dφ,N
/S˜
,
on associe Modst(M) de´fini par les meˆmes formules que Modqst(M) auxquelles on ajoute N(s⊗ x) = c−1 ⊗
ueN(x) − us′ ⊗ x (s ∈ S˜, x ∈ FilrM/ueFilrM) ou` s′ de´signe la de´rive´e de s vu comme polynoˆme en u.
La liberte´ (sur k[u]/ue) du quotient FilrM/ueFilrM s’obtient alors comme dans la preuve de la proposition
3.3.3 en remplac¸ant (« Tqst » par « Tst » et) la re´fe´rence au lemme 3.3.2 par une re´fe´rence au lemme suivant.
Lemme 3.3.4. Soit y ∈ FilrAˆ. On suppose que φr(y) 6= 0. Alors ue−1y 6= 0.
De´monstration. Comme u et π1 diffe`rent d’une unite´, il suffit de montrer que π
e−1
1 y ne s’annule pas. Par
de´finition, y s’e´crit de fac¸on unique sous la forme :
y = a0 + a1X + a2
X2
2
+ · · ·+ an
Xn
n!
pour un certain entier n, avec ai ∈ Fil
r−iAˆ0 (ou` par convention Fil
jAˆ0 = Aˆ0 pour j 6 0). On a alors
φr(y) = φr(a0)+φr−1(a1)Y + · · ·+φ0(ar)
Y r
r! (ou` on rappelle que Y =
(1+X)p−1
p ). Comme φr(y) 6= 0, il existe
un indice i ∈ {0, . . . , r} tel que φr−i(ai) 6= 0. Le lemme 3.3.2 assure alors que π
e−1
1 ai est non nul, et donc
qu’il en est de meˆme de πe−11 y.
Calcul des compose´es
Nous allons montrer que Modqst (resp. Modst) est un quasi-inverse de Re´dqst (resp. Re´dst) simplement
en calculant les compose´es dans les deux sens. Nous commenc¸ons par le calcul de Modqst ◦ Re´dqst (resp.
Modst ◦ Re´dst) largement base´ sur le lemme suivant.




). Alors Nilqst(M) (resp. Nilst(M)) est inclus dans
ueFilrM.
De´monstration. Graˆce a` l’inclusion Nilst(M) ⊂ Nilqst(M) e´nonce´e dans le lemme 3.2.4, il suffit de montrer
le re´sultat lorsqu’il n’y a pas d’ope´rateur de monodromie.
Notons d le rang de M comme S˜-module. Montrons tout d’abord que Nilqst(M) ⊂ uM. On remarque
a` cet effet que Re´dqst(M)/uRe´dqst(M) est naturellement un quotient de M/uM. Soit d′ sa dimension (sur
k). On a d′ 6 d. Par ailleurs, en relevant une famille ge´ne´ratrice de Re´dqst(M)/uRe´dqst(M), on montre que
Re´dqst(M) est lui aussi engendre´ (sur S˜) par d′ e´le´ments. Autrement dit, il existe un morphisme surjectif S˜-
line´aire f : N → Re´dqst(M) ou` N est un S˜-module libre de rang d′. Posons Fil
rN = f−1(FilrRe´dqst(M)). En
appliquant la the´orie des diviseurs e´le´mentaires a` l’inclusion FilrN ⊂ N , on de´finit facilement une application
φr : Fil
rN → N qui fait de N un objet de Modφ
/S˜
et de f un morphisme dans cette cate´gorie. On en
de´duit une injection Tqst(M) ≃ Tqst(Re´dqst(M)) →֒ Tqst(N ). L’espace de de´part est un Fp-espace vectoriel
de dimension d, alors que celui d’arrive´e est de dimension d′. Il en re´sulte d 6 d′, et puis d = d′. Ainsi
Re´dqst(M)/uRe´dqst(M) =M/uM, ce qui entraˆıne Nilqst(M) ⊂ uM comme annonce´.
La fin de la preuve consiste a` re´pe´ter l’argument de la preuve de la proposition 3.3.3 en appliquant la the´orie
des diviseurs e´le´mentaires non pas a` l’inclusion kerpr ⊂ FilrMˆ mais aux deux sous-modules pr−1(Nilqst(M))
et FilrMˆ, les entiers ni qui apparaissent e´tant alors a priori relatifs. Nous laissons au lecteur le soin de faire
ces modifications mineures.




), on a un isomorphisme canonique et fonc-
toriel :
Modqst ◦ Re´dqst(M) ≃M (resp. Modst ◦ Re´dst(M) ≃M).
De´monstration. On n’e´crit la preuve que pour M ∈ Modφ
/S˜
, l’autre cas e´tant entie`rement analogue. Par le
lemme 3.3.5, le morphisme canonique M→ Re´dqst(M) induit un isomorphisme
FilrM/ueFilrM≃ FilrRe´dqst(M)/u
eFilrRe´dqst(M).
Il s’ensuit que Modqst◦Re´dqst(M) s’identifie a` S˜⊗(φ),k[u]/ueFil
rM/ueFilrM. Le morphisme pr = id⊗φr induit
une application surjective (compatible aux structures additionnelles) Modqst ◦Re´dqst(M)→M. Comme les
espaces de de´part et d’arrive´e sont des S˜-modules libres de meˆme rang, c’est un isomorphisme et le corollaire
est de´montre´.
On termine a` pre´sent la preuve du the´ore`me 3.3.1 en faisant le calcul de Re´dqst ◦Modqst (resp. Re´dst ◦
Modst).
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), on a un isomorphisme canonique et
fonctoriel :
Re´dqst ◦Modqst(M) ≃M (resp. Re´dst ◦Modst(M) ≃M).
De´monstration. Comme pre´ce´demment, on ne donne la preuve que pour Re´dφ
/S˜
. Posons M′ = Modqst(M)
et notons pr = id ⊗ φr : M′ → M la projection canonique. Nous allons montrer que Re´dqst(pr) est un
isomorphisme (ce qui permettra de conclure). E´tant donne´ que pr est surjectif, il est clair de´ja` que Re´dqst(pr)
l’est aussi. D’apre`s le lemme 3.4.2, pour prouver qu’il est injectif, il suffit de montrer que Tqst(pr) : Tqst(M′) →֒
Tqst(M) est surjectif. Or, du fait que M est Tqst-re´duit, on a{
x ∈M′ / ∀h ∈ Tqst(M), h(x) = 0
}
= ker pr ⊂ uMˆ′
la dernie`re inclusion se ve´rifiant aise´ment a` la main (on pourra remarquer que pr induit une application
surjective — et donc un isomorphisme — de M′/uM′ dans M/uM). Le corollaire 2.2.7 s’applique alors et
termine la preuve.
3.4 La structure de pylonet en termes d’objets re´duits
Le the´ore`me 2.3.3 montre que la cate´gorie Modφ,N
/S˜
admet une structure riche. Le but de cette partie
est de la comprendre en termes d’objets Tst-re´duits, c’est-a`-dire sous l’e´quivalence de cate´gories Re´dst. On
commence par un lemme tre`s simple qui nous sera utile a` plusieurs reprises dans la suite.




). On suppose que
f est injectif et que M′ est Tqst-re´duit (resp. Tst-re´duit). Alors M l’est aussi.
De´monstration. De la fonctorialite´ de Nilqst (resp. Nilst), on de´duit que f envoie Nilqst(M) sur Nilqst(M′) = 0
(resp. Nilst(M) sur Nilst(M′) = 0). Le lemme re´sulte alors de l’injectivite´ de f .
Noyaux, images et conoyaux
Conside´rons f :M→M′ un morphisme dans Re´dφ,N
/S˜
. D’apre`s les axiomes (Ax2) et (Ax2*), f admet
un noyau et un conoyau dans Re´dφ,N
/S˜
que l’on note respectivement K et C. Il re´sulte facilement des diverses
proprie´te´s d’adjonction de´montre´es pre´ce´demment et du lemme 3.4.1 que K et C se calculent explicitement
comme suit :
K = Gen(ker f) et C = Re´dst ◦ Fil(coker f) (8)
ou` kerf et cokerf sont respectivement le noyau et le conoyau de f au sens usuel. La formule pour le noyau est
inte´ressante car elle ne fait plus intervenir a` aucun moment les repre´sentations galoisiennes ! Malheureusement,
ce n’est pas le cas pour le conoyau puisque la formule que l’on obtient fait apparaˆıtre le foncteur Re´dst dans
la de´finition duquel intervient de fac¸on essentielle le foncteur Tst. Malgre´ tout, avec un peu de pratique, il ne
semble pas tre`s difficile d’avoir une intuition du re´sultat final et de le de´montrer a posteriori. Dans tous les
cas, si le calcul pose vraiment un proble`me, on a toujours comme recours l’utilisation de la dualite´.
Il n’est sans doute finalement pas anodin de remarquer que l’on dispose e´galement d’une formule — qui
plus est tre`s simple — pour le calcul de l’image (c’est-a`-dire le noyau du conoyau) dans Re´dstS˜ puisque celle-ci
s’identifie a` l’image usuelle.
La relation d’ordre
Soit T une Fp-repre´sentation galoisienne dans l’image essentielle de Tst. D’apre`s le the´ore`me 2.3.3, la fibre
au-dessus de T (c’est-a`-dire l’ensemble des M ∈ ’Modφ,N
/S˜
dont l’image par Tst est T ) a une structure de
treillis. Nous allons voir que celle-ci se comprend imme´diatement en termes d’objets Tst-re´duits. Le lemme
suivant (tre`s facile) est la cle´ de cette compre´hension.





Tqst(f) (resp. Tst(f)) surjectif. Alors Re´dqst(f) (resp. Re´dst(f)) est injectif.
De´monstration. On peut bien suˆr supposer queM etM′ sont Tqst-re´duits (resp Tst-re´duits), et on veut alors
montrer que f , lui-meˆme, est injectif. Soit x ∈ ker f . Par hypothe`se, tout g ∈ Tqst(M) (resp. g ∈ Tst(M))
se factorise par f et donc s’annule sur x. On en de´duit que x ∈ Nilqst(M) (resp. x ∈ Nilst(M)) et donc que
x = 0 comme souhaite´.
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Il re´sulte de ce lemme que tous les morphismes dans la cate´gorie fibre FT sont injectifs. Ainsi l’ordre que
l’on cherche a` de´crire correspond simplement a` l’inclusion naturelle sur les objets Tst-re´duits. On a en outre
un petit rabiot qui montre en un certain sens qu’il n’y a pas de « trous ».
Proposition 3.4.3. Soient M′ ⊂ M′′ des objets de Re´dφ,N
/S˜
. On note ι l’inclusion de M′ dans M′′ et on
suppose que Tst(ι) est un isomorphisme. Soit M ∈ ’Mod
φ,N
/S˜
tel que M′ ⊂ M ⊂M′′. Alors M ∈ Re´dφ,N
/S˜
et





De´monstration. Soit d la dimension sur Fp de T = Tst(M′) ; c’est aussi le rang de Modqst(M′), d’ou` on
de´duit que M′ est engendre´ par au plus d e´le´ments. Comme par hypothe`se Tst(M′) ≃ Tst(M′′), la meˆme
conclusion vaut par M′′. E´tant donne´ que S˜ est un anneau principal (non inte`gre), on en de´duit que M est
lui aussi engendre´ par au plus d e´le´ments. En particulier, il est de type fini. D’autre part, le lemme 3.4.1




La compose´e des morphismes Tst(M′′) → Tst(M) → Tst(M′) est bijective car elle s’identifie a` Tst(ι).
Par ailleurs, la dimension (sur Fp) de Tst(M) est e´gale au rang de Modqst(M) et donc majore´e par d. La
proposition en re´sulte.
Forts de ces re´sultats, il devient possible de de´crire le calcul des bornes supe´rieures et infe´rieures dans la
fibre FT . Donnons-nous pour cela M ∈ Re´d
φ,N
/S˜
un objet maximal et posons T = Tst(M). Soient e´galement
M1 et M2 deux objets de Re´d
φ,N
/S˜
dont l’image par Tst s’identifie a` T . D’apre`s la de´finition des objets
maximaux et le lemme 3.4.2, M1 et M2 apparaissent comme des sous-objets de M. Dans ces conditions,
la borne supe´rieure de M1 et M2 s’identifie a` leur somme dans M tandis que leur borne infe´rieure est
Gen(M1 ∩M2). (La ve´rification est imme´diate et laisse´e au lecteur.) On notera que ceci vaut encore pour
n’importe quelle famille (Mi)i∈I par ne´cessairement finie.
3.5 Une formule de re´ciprocite´
Nous avons vu que la restriction de Tst a` Max
φ,N
/S˜
est pleinement fide`le. Ainsi, e´tant donne´e une repre´sentation
T dans l’image essentielle de Tst, il y a un unique objet de Max
φ,N
/S˜
qui lui correspond. Nous montrons ci-apre`s
qu’il est possible de retrouver cet objet par une formule explicite.
Le foncteur Mst
Soit T une Fp-repre´sentation de GK . Le S˜-module HomFp[GK ](T, Aˆ) he´rite des structures supple´mentaires
de Aˆ, ce qui en fait un objet de la cate´gorie ’Filφ,N
/S˜
. L’association




de´finit un foncteur contravariant Mst : RepFp(GK) → ’Mod
φ,N
/S˜
. Pour M ∈ ’Modφ,N
/S˜
et T ∈ RepFp(GK), on
dispose en outre d’applications de bidualite´
αst(M) :M→Mst ◦ Tst(M) et βst(T ) : T → Tst ◦Mst(T )
qui sont des morphismes respectivement dans ’Modφ,N
/S˜
et RepFp(GK). De plus, en de´roulant les de´finitions,
on obtient kerαst(M) = Nilst(M), tandis qu’une ve´rification simple montre que Tst(αst(M))◦βst(Tst(M)) =
idTst(M) et donc que Tst(M) apparaˆıt (via βst(Tst(M))) comme un facteur direct de Tst ◦Mst ◦ Tst(M).
Lemme 3.5.1. Soit M un objet de Modφ,N
/S˜
. Posons T = Tst(M) et M′ = Mst(T ). Alors :
{
x ∈M′ / ∀h ∈ T, βst(T )(h)(x) = 0
}
est re´duit a` 0.
De´monstration. C’est e´vident apre`s avoir remarque´ que les x ∈ M′ sont des morphismes (GK -e´quivariants)
de T dans Aˆ et que βst(T )(h)(x) n’est rien d’autre que x(h).
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Corollaire 3.5.2. Soit M ∈ Modφ,N
/S˜
. Alors Mst ◦ Tst(M) est Tst-re´duit.
Proposition 3.5.3. Soit T une Fp-repre´sentation de dimension finie de GK . Alors Mst(T ) est un S˜-module
de type fini.
De´monstration. Soit L une extension finie de K dont le groupe de Galois absolu, note´ GL, agit trivialement
sur T . Quitte a` agrandir L, on peut supposer π1 ∈ L. Les morphismes GK-e´quivariants de T dans Aˆ prennent
alors leurs valeurs dans AˆGL , d’ou` on de´duit Mst(T ) = Gen(HomFp[GK ](T, Aˆ
GL)). Une induction transfinie a`
partir de la de´finition de Gen montre directement l’inclusion
Mst(T ) ⊂ HomFp[GK ](T,Gen(Aˆ
GL)).
Ainsi, puisque S˜ est nœthe´rien, il suffit pour conclure de montrer que Gen(AˆGL) est de type fini sur S˜. Nous
allons en fait montrer que Gen1(Aˆ




Ici, donc, les ai sont a priori des e´le´ments de Fil
r−iAˆ0. E´tant donne´ que GL n’agit pas sur X (on rappelle
que l’on a suppose´ π1 ∈ L), le fait que a ∈ AˆGL implique que chacun des ai est lui-meˆme fixe par GL.
Soit L1 une extension de L obtenue en ajoutant une racine p-ie`me d’une uniformisante de L, et soit vp la
valuation p-adique sur K¯ normalise´e par vp(p) = 1. D’apre`s les re´sultats de [20], on peut e´crire ai = bi + ci
avec bi ∈ OL1/p et vp(ci) > 1 −
1
p(p−1) . La dernie`re condition sur la valuation montre que ci (et donc aussi
bi) est dans Fil
r−iAˆ0 et que φr−i(ci) = 0. Ainsi trouve-t-on






ou` on rappelle que Y = (1+X)
p−1
p . On en de´duit que Gen1(Aˆ
GL) est inclus dans le S˜-module engendre´ par
les e´le´ments de la forme φr−i(b)Y
i pour b ∈ OL1/p et 0 6 i 6 r. Comme OL1/p est de type fini sur OK/p
(puisque L1 est une extension finie de K), on a bien montre´ que Gen1(Aˆ
GL) est de type fini sur S˜.
La compose´e Mst ◦ Tst






The´ore`me 3.5.4. Pour tout M ∈Modφ,N
/S˜
, le morphisme
αst(Max(M)) : Max(M)→Mst ◦ Tst(Max(M)) ≃Mst ◦ Tst(M)
est surjectif (et donc induit un isomorphisme entre Re´dqst ◦Max(M) et Mst ◦ Tst(M)).
De´monstration. Quitte a` remplacerM par Max(M), on peut bien suˆr supposer queM est maximal. Notons
T = Tst(M), M′ = Mst(T ), T ′ = Tst(M′) et f : Re´dqst(M) →֒ M′ le morphisme (injectif) induit par
αst(M). Il s’agit de montrer que f est un isomorphisme.
On a vu que T apparaˆıt via βst(T ) comme une sous-repre´sentation (et meˆme un facteur direct) de T
′. Par
ailleurs, le lemme 3.5.1 donne :{
x ∈ Modqst(M





la dernie`re inclusion provenant du lemme 3.3.5. Le corollaire 2.2.7 entraˆıne T = T ′, i.e. Tst(f) est un isomor-
phisme. E´tant donne´ que M est maximal, ceci implique l’existence d’un morphisme g : M′ → Re´dqst(M)
tel que g ◦ f = idRe´dqst(M). Par le lemme 3.4.2, g est injectif. Il s’ensuit, comme annonce´, que f est un
isomorphisme.
Remarque. Le the´ore`me donne une formule qui permet de retrouver Max(M) a` partir de Tst(M). L’inte´reˆt
de disposer d’une telle formule est de pouvoir relever facilement au niveau de Maxφ,N
/S˜
des applications vivant
a priori sur les repre´sentations galoisiennes. Par exemple, voici comment on peut l’utiliser pour donner une
seconde preuve de la pleine fide´lite´ de Tst : Max
φ,N
/S˜

















est un isomorphisme. On veut montrer que v est un isomorphisme, et pour cela il suffit de justifier que w est










βst(T ) // Tst ◦Mst(T )
a` partir duquel on de´duit directement que f = 0 en utilisant l’injectivite´ de βst(T ) (on rappelle que ce dernier
morphisme admet Tst(αst(M)) pour re´traction).
Pour certaines applications meˆme, le the´ore`me 3.5.4 peut s’appliquer alors que la pleine fide´lite´ ne sera a
priori d’aucun secours. C’est typiquement ce qui se passe lorsque l’on souhaite relever des applications qui ne
sont line´aires (mais par exemple semi-line´aires), ou que l’on s’inte´resse a` des repre´sentations dans des espaces
vectoriels munis de structures supple´mentaires (par exemple une forme quadratique ou symplectique). Nous
verrons une application de cela en 4.2.
4 Comple´ments
4.1 Variante avec coefficients
Dans la pratique, il arrive souvent que l’on ait besoin d’e´tudier les repre´sentations semi-stables, non pas
a` coefficients dans Fp mais dans une extension finie
8 E de Fp. Une telle repre´sentation V peut e´galement
eˆtre vue comme une Fp-repre´sentation munie d’un morphisme d’anneaux E → EndFp[GK ](V ). On est donc
amene´ a` conside´rer la cate´gorie Modφ,N
/S˜⊗E
dont les objets sont les couples (M, ν) ou`M ∈ Modφ,N
/S˜
et ν : E →
EndModφ,N
/S˜
(M) est un morphisme d’anneaux. Bien suˆr, la notation est justifie´e par le fait que la donne´e de ν
e´quivaut a` une structure de E-espace vectoriel — et donc de (S˜ ⊗Fp E)-module
9 — sur M. Toutefois, pour
ce que nous voulons faire ici, la premie`re description que nous avons donne´e sera plus adapte´e.





, (M, ν) 7→ M. Il est fide`le et
conservatif. Par ailleurs, le foncteur Tst se prolonge en Tst,E : Mod
φ,N
/S˜⊗E
→ RepE(GK) obtenu simplement en
faisant agir E sur Tst(M) via λ · x = Tst(ν(λ))(x).
The´ore`me 4.1.1. La fibration Tst,E est un pylonet (contravariant) additif et autodual. En outre, si (M, ν) ∈
Modφ,N
/S˜⊗E
, on a :
Max(M, ν) = (Max(M),Max(ν)) et Min(M, ν) = (Min(M),Min(ν))
ou` Max(ν) : E → EndModφ,N
/S˜
(Max(M)), λ 7→ Max(ν(λ)) (et de meˆme pour Min(ν)).
De´monstration. Le premier point ne pose aucune difficulte´ particulie`re : on peut par exemple reprendre la
de´monstration de la section 2 en ajoutant l’action de E a` chaque e´tape, ce que nous laissons au lecteur. Pour
la seconde assertion, on remarque d’abord que Tst,E(Max(M),Max(ν)) ≃ Tst,E(M, ν). Ainsi, par de´finition
des objets maximaux, on a un morphisme canonique f : (Max(M),Max(ν))→ Max(M, ν) dans la cate´gorie
Modφ,N
/S˜⊗E
. Le morphisme OubE(f) s’envoie sur un isomorphisme par Tst et a pour source un objet maximal
(de Modφ,N
/S˜
). On en de´duit que c’est un isomorphisme, et puis que c’est aussi le cas de f en utilisant la
conservativite´ de OubE . Le cas des objets minimaux se traite pareillement.
Comme pour Modφ,N
/S˜














) est pleinement fide`le et son image
essentielle est stable par sous-objets et quotients.
De´monstration. La pleine fide´lite´ est une conse´quence directe du the´ore`me 2.4.1 et de la formule Max(M, ν) =
(Max(M),Max(ν)) (resp. Min(M, ν) = (Min(M),Min(ν))). La stabilite´ de´coule du re´sultat analogue pour
Modφ,N
/S˜
et de la pleine fide´lite´ puisque cette dernie`re permet de relever l’action de E.
8E´tant donne´ que l’on ne s’inte´resse qu’a` des repre´sentations de dimension finie, il est toujours possible de faire cette hypothe`se
9On prendra garde au fait que le Frobenius sur S˜ ⊗Fp E est bien l’e´le´vation a` la puissance p sur S˜, mais l’identite´ sur E !
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4.2 Passage a` une extension finie, donne´e de descente
Dans ce paragraphe, on cherche a` comprendre comment les cate´gories pre´ce´dentes (et les repre´sentations
qu’elles produisent) se comportent lorsque l’on change le corps K. Pour cela, on fixe L une extension finie de
K dont un note OL l’anneau des entiers, ℓ le corps re´siduel et GL le groupe de Galois absolu. On note L0 la
plus grande extension non ramifie´e (sur Qp) contenue dans L ; elle s’identifie a` W (ℓ)[1/p]. Soit eL = [L : L0].
A` cette situation, il est attache´ de nouvelles cate´gories de modules de´finis sur l’anneau S˜L = ℓ[u]/u
eLp.
Afin d’e´viter les confusions, nous indicerons dans la suite, les constantes, les cate´gories et les foncteurs par
les lettres K ou L selon qu’elles se re´fe`rent au corps K ou L ; par exemple, nous noterons eK et eL, πK et πL




, ou encore TK-st et TL-st (pour ne pas confondre avec
Tst,E).
Cas d’une extension non ramifie´e
On suppose d’abord que L/K est non ramifie´e. L’uniformisante π ∈ OK reste une uniformisante de L
dont le polynoˆme minimal sur L0 est encore E(u). On a donc eK = eL et on note a` nouveau e cette valeur





directement que pour M ∈ Modφ,N
/S˜K
, la fle`che naturelle TK-st(M) → TL-st(M⊗k ℓ) est un isomorphisme
GL-e´quivariant.
Proposition 4.2.1. On se donne L une extension non ramifie´e de K. Soit E une extension finie de Fp. Soit








De´monstration. Par les proprie´te´s de pleine fide´lite´, on se rame`ne facilement au cas « sans coefficients ».
La cloˆture galoisienne M de L est encore une extension non ramifie´e de K et la restriction de T a` GM
provient d’un objet de Modφ,N
/S˜M⊗E
; on peut donc supposer que L/K est galoisienne. Soit ML l’objet de
Maxφ,N
/S˜L
associe´ a` T|GL . On a une action naturelle de GK sur ML-st(T ) donne´e par (σf)(x) = σf(σ
−1x), qui
se factorise a` travers Gal(L/K) ≃ Gal(ℓ/k) puisque les f ∈ ML-st(T ) sont par de´finition GL-e´quivariants.
Par ailleurs, la combinaison des the´ore`mes 3.3.1 et 3.5.4 assure que ML = Modst(ML-st(T )). Ceci permet de
remonter l’action de Gal(ℓ/k) a` ML. De la nullite´ de H1(Gal(ℓ/k),GLerd(ℓ)) (ou` d est la dimension de T ),
on de´duit M
Gal(ℓ/k)
L ⊗k ℓ ≃ML. On pose alors MK =M
Gal(ℓ/k)
L et on ve´rifie a` la main que l’isomorphisme
TK-st(MK) ≃ TL-st(ML) = T est GK-e´quivariant.
Cas d’une extension mode´re´ment ramifie´e
On suppose maintenant que l’extension L/K est totalement et mode´re´ment ramifie´e. Notons n son degre´ ;
il est premier avec p, et on fixe un entier m tel que mn ≡ 1 (mod p). On suppose de surcroˆıt que K contient
toutes les racines n-ie`mes de l’unite´10. Si πK une uniformisante de OK , le lemme de Hensel assure que L
s’obtient en ajoutant a` K une racine n-ie`me de πK . Cette racine n-ie`me est en outre une uniformisante de L,
et c’est elle que nous choisissons pour πL. L’extension L/K est galoisienne et son groupe de Galois Gal(L/K)
s’identifie au groupe des racines n-ie`mes de l’unite´ par l’application σ 7→ σ(πL)πL . Soit encore π1,L une racine
p-ie`me de πL. On pose π1,K = π
n
1,L ; c’est bien une racine p-ie`me de πK .
Nous notons uK (resp. uL) la variable intervenant dans les polynoˆmes e´le´ments de S˜K (resp S˜L) et
AˆK = Aˆ0 〈XK〉 (resp. AˆL = Aˆ0 〈XL〉) l’anneau de pe´riodes associe´. On dispose d’une inclusion S˜K →֒ S˜L,
uK 7→ u
n
L qui fait de S˜L un S˜K-module libre de rang n. On a e´galement une fle`che ψK,L : AˆK → AˆL
de´fini comme l’unique application Aˆ0-line´aire envoyant γi(XK) sur γi((1 +XL)
n − 1) pour tout i > 0 ; c’est
un isomorphisme d’anneaux GL-e´quivariant d’inverse ψL,K de´fini comme l’unique application Aˆ0-line´aire
10Quitte a` remplacer K par une extension non ramifie´e, cette hypothe`se est e´videmment toujours satisfaite. Par ailleurs,
comme cela a e´te´ explique´ pre´ce´demment, le passage a` une extension non ramifie´e ne pose pas re´ellement proble`me.
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envoyant γi(XL) sur γi((1 +XK)
























Proposition 4.2.2. Soit MK ∈Mod
φ,N
/S˜K
. Alors le morphisme
TK-st(MK)→ TL-st(MK ⊗S˜K S˜L), f 7→ (ψK,L ◦ f)⊗S˜K S˜L
est un isomorphisme GL-e´quivariant.
De´monstration. On ve´rifie directement la GL-e´quivariance et l’injectivite´ du morphisme de la proposition. La
surjectivite´ re´sulte alors de ce que les espaces de de´part et d’arrive´e sont des Fp-espaces vectoriels de meˆme
dimension (en l’occurrence le rang de MK sur S˜K).
Nous souhaitons a` pre´sent de´crire les repre´sentations de GK dont la restriction a` GL provient d’un objet
de Modφ,N
/S˜L
. Pour cela, on a besoin au pre´alable d’e´tendre l’action galoisienne sur AˆL a` tout GK . Ceci se
fait tout simplement en utilisant l’isomorphisme ψL,K (qui est de´ja`, rappelons-le, GL-e´quivariant). De fac¸on







valable pour tout σ ∈ GK . En particulier, l’action de GK sur
π1,L
1+XL
n’est pas triviale, mais se fait via le
















ou` σ ∈ GL rele`ve σ¯. La formule pre´ce´dente a bien un sens car, d’une part, la valeur du membre de droite
ne de´pend pas du releve´ choisi, et d’autre part, par de´finition de m, l’exposant 1 − nm est multiple de p, ce
qui assure que ω prend ses valeurs dans le groupe des racines n-ie`mes de l’unite´ de K¯ qui sont par hypothe`se
toutes dans O⋆K (et que l’on identifie ensuite aux racines n-ie`mes de l’unite´ de k
⋆ graˆce au lemme de Hensel).
Ceci nous conduit a` de´finir une action de Gal(L/K) sur S˜L en de´cre´tant qu’il agit trivialement sur k et par




De´finition 4.2.3. SoitML un objet de Mod
φ,N
/S˜L
. Une donne´e de descente (de L a` K) surML est une action
semi-line´aire de Gal(L/K) sur ML respectant Fil
rML et commutant a` φr et N .
On note Modφ,N,dd
/S˜L
la cate´gorie dont les objets sont la donne´e de ML ∈ Mod
φ,N
/S˜L




est additive et e´quipe´e d’une dualite´ obtenue en de´finissant surM∨L = HomS˜L(ML, S˜L)
une action de Gal(L/K) par la formule (σf)(x) = σf(σ−1x) (pour σ ∈ Gal(L/K), f ∈ M∨L et x ∈ML). En
outre, si ML ∈ Mod
φ,N,dd
/S˜L
, la GL-repre´sentation TL-st(ML) = Hom’Filφ,N
/S˜L
(ML, AˆL) se prolonge naturelle-
ment a` GK par la meˆme formule que pre´ce´demment : σf(x) = σf(σ¯
−1x) ou` σ¯ est l’image de σ dans Gal(L/K).
On de´finit comme ceci un foncteur exact et fide`le Modφ,N,dd
/S˜L
→ RepFp(GK) note´ encore TL-st.
The´ore`me 4.2.4. Le foncteur TL-st : Mod
φ,N,dd
/S˜L
→ RepFp(GK) est un pylonet additif et autodual. En outre,
si ML est un objet de Mod
φ,N,dd
/S˜L
, l’action de Gal(L/K) s’e´tend a` Max(ML) (resp. Min(ML)) calcule´ dans
Modφ,N
/S˜L
et en fait un objet de Modφ,N,dd
/S˜L









) sont exactes et pleinement fide`les,
et leur image essentielle est stable par sous-objets et quotients.
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De´monstration. Elle est semblable a` celle des the´ore`mes 4.1.1 et 4.1.2.
Remarque. Bien entendu, on peut aussi fabriquer des cate´gories en administrant simultane´ment des donne´es
de descente et l’action de coefficients. Le the´ore`me pre´ce´dent se ge´ne´ralise directement a` cette situation
composite.
Quelques mots sur le cas ge´ne´ral
Lorsque l’extension L/K est une extension galoisienne quelconque, les donne´es de descente sur les objets
de Modφ,N
/S˜L
ont e´te´ de´finies dans [7], §5.6. He´las, dans cette situation plus ge´ne´rale, on ne peut en ge´ne´ral
pas relever de fac¸on canonique l’action de Gal(L/K) au niveau de AˆL — ni meˆme au niveau de S˜L — car
on ne dispose plus de l’isomorphisme ψK,L. Il est alors ne´cessaire de faire des choix arbitraires, ce qui impose
de manipuler toute une flope´e de conditions de compatibilite´s pas vraiment agre´ables. Malgre´ tout, il est
probable qu’il subsiste un e´nonce´ analogue a` celui du the´ore`me 4.2.4 dans ce contexte plus ge´ne´ral.
4.3 Quotients de re´seaux
Nous nous inte´ressons ici aux E-repre´sentations qui peuvent s’e´crire comme un quotient (annule´ par p)
de deux re´seaux dans une W (E)[1/p]-repre´sentation semi-stable dont les poids de Hodge-Tate sont dans
{0, . . . , r}. Pour expliquer le lien avec la the´orie que nous avons de´veloppe´e dans les pages pre´ce´dentes, nous
avons besoin dans un premier temps d’introduire la notion de module fortement divisible duˆe a` Breuil.
Soit S le comple´te´ p-adique de l’enveloppe a` puissances divise´es (compatibles aux puissances divise´es
canoniques sur p) de W [u] par rapport au noyau de s : W [u]→ OK , u 7→ π. Il est muni :
– d’une filtration FiliS de´finie comme le comple´te´ p-adique de la filtration donne´e par les puissances
divise´es ;
– d’un Frobenius φ : S → S de´fini comme l’unique morphisme d’anneaux, continu pour la topologie
p-adique, qui agit sur K0 comme le Frobenius et qui envoie u sur u
p ;
– d’un ope´rateur de monodromie N : S → S de´fini comme l’unique application continue W -line´aire qui
envoie un sur −nun.




iM→M. On remarque que le polynoˆme minimal de π sur K0, traditionnellement
note´ E(u) est un polynoˆme d’Eisenstein d’ou` on de´duit que φ1(E(u)) est une unite´ de S. On dispose en outre
d’un morphisme e´vident S → S˜, u 7→ u, γi(ue) 7→ 0 pour i > p. Il permet de voir S˜ comme une S-alge`bre et
se factorise par S1 = S/pS. Un module fortement divisible est alors la donne´e des points suivants :
1. un S-module libre de rang fini M ;
2. un sous-module FilrM⊂M contenant FilrSM ;
3. un ope´rateur φ-semi-line´aire φr : Fil
rM→M ve´rfiant




et dont l’image engendre exactement prM ;
4. un ope´rateur N :M→M ve´rifiant :
– (condition de Leibniz) N(sx) = sN(x) +N(s)x pour tout x ∈ M et s ∈ S ;
– (transversalite´ de Griffith) E(u)N(FilrM) ⊂ FilrM ;











On note Modφ,N/S la cate´gorie des modules fortement divisibles, les morphismes e´tant naturellement les ap-
plications S-line´aires commutant aux structures supple´mentaires. On de´finit de meˆme la cate´gorie Modφ,N/S1
en remplac¸ant partout S par S1 = S/pS. Une adaptation imme´diate de la proposition 2.2.2.1 de [2] montre
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dont un quasi-inverse est donne´ par la formule




D’autre part, on dispose d’un foncteur Tˆst : Mod
φ,N
/S → RepZp(GK) dont la de´finition est analogue a` celle de
Tst mais fait intervenir un anneau de pe´riode plus complique´ que nous ne souhaitons pas de´crire ici. Quoi qu’il
en soit, dans [21], Liu a montre´ que Tˆst induit une anti-e´quivalente entre Mod
φ,N
/S et la cate´gorie des re´seaux
dans les repre´sentations semi-stables a` poids de Hodge-Tate compris entre 0 et r. Finalement, on montre
qu’un morphisme surjectif Mˆ → M (avec Mˆ ∈ Modφ,N/S et M ∈ Mod
φ,N
/S1
) induit une surjection Tˆst(Mˆ) →
Tst ◦ T (M) et donc fait apparaˆıtre Tst ◦ T (M) comme un quotient d’un re´seau dans une repre´sentation
semi-stable.
Lemme 4.3.1. Soient Mˆ ∈ Modφ,N/S , M ∈ Mod
φ,N
/S1
. Notons pr : M→ T (M) la projection canonique. Soit
f un morphisme S-line´aire Mˆ → T (M) compatible aux structures additionnelles. Alors, il existe un unique
morphisme S-line´aire et compatible aux structures addtionnelles g : Mˆ → M tel que f = pr ◦ g. De plus, g
est surjectif si, et seulement si f l’est.
De´monstration. L’unicite´ de g est facile et laisse´e au lecteur. Pour l’existence, on remarque d’abord que f
passe au quotient pour de´finir un morphisme f¯ : Mˆ ⊗S S˜ → T (M) dans la cate´gorie Mod
φ,N
/S˜
. L’image de f¯
par T−1 est alors un morphisme de Mˆ/pMˆ dansM, qui compose´ avec la projection Mˆ → Mˆ/pMˆ fournit un
g ade´quat. E´videmment si g est surjectif, f l’est aussi. Re´ciproquement si f est surjectif, g ⊗S W = f ⊗S W
l’est aussi, ce qui suffit a` assurer la surjectivitie´ de g lui-meˆme.
Remarque. On montre de meˆme qu’un morphisme f : Mˆ → Re´dst(T (M)) se rele`ve en une unique fle`che
g : Mˆ →M.
Tout cela nous conduit a` poser la de´finition suivante :
De´finition 4.3.2. On note Modst
/S˜⊗E
la sous-cate´gorie pleine de Modφ,N
/S˜⊗E
forme´e des objets (M, ν) pour
lesquels il existe un module fortement divisible Mˆ, un morphisme de Zp-alge`bres νˆ :W (E)→ EndModφ,N
/S
(Mˆ)
et un morphisme surjectif S-line´aire compatible a` toutes les structures f : Mˆ → M tels que pour tout
λˆ ∈ W (E), νˆ(λˆ) stabilise ker f et induise sur M l’application ν(λ) ou` λ est la re´duction de λˆ modulo p.
Lemme 4.3.3. Soient Mˆ ∈ Modφ,N/S , M ∈ Mod
φ,N
/S1
et f : Mˆ → M un morphisme surjectif compatible a`
Filr et φr. Alors le morphisme Fil
rMˆ → FilrM induit par f est surjectif.
De´monstration. Soit F = f(FilrMˆ). De la surjectivite´ de f , on de´duit que le module engendre´ par φr(F) est









montre alors que FilrM = F + ueFilrM+ FilpS1M. Or on a Fil
pS1M ⊂ Fil
rS1M = φr(Fil
rSMˆ) ⊂ F , ce
qui donne FilrM = F+ueFilrM. La conclusion s’ensuit facilement en remarquant que la suite des puissances
de ue (dans S1) s’annule a` partir d’un certain rang (en l’occurrence u
ep).
The´ore`me 4.3.4. La restriction de Tst a` Mod
st
/S˜⊗E est un pylonet additif et autodual.
De´monstration. Il faut ve´rifier les axiomes (Ax1), (Ax2), (Ax3a), (Ax3b), (Ax4) et (Ax5). E´ventuel-




e´tablit facilement (Ax1), (Ax3b) et (Ax5). L’axiome (Ax3a) ne pose pas non plus ve´ritablement proble`me :
en reprenant les notations de la de´monstration de la proposition 2.3.2, il suffit de montrer que si M1 et M2
sont dans Modst
/S˜⊗E
, alors il en est de meˆme deM′, ce qui est clair puisqueM′ est de´fini comme un quotient
de M1 ⊕M2. La ve´rification de (Ax2) est, elle aussi, tre`s simple : il suffit de justifier que si f : M→M′
est un morphisme dans Modst
/S˜⊗E
, alors M′′ = coker f (calcule´ dans Modφ,N
/S˜⊗E
) est dans Modst
/S˜⊗E
et pour
cela, d’apre`s le lemme 4.3.1, il suffit d’e´tablir la surjectivite´ de g :M′ →M′′... qui re´sulte directement de la
construction.
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Il ne reste finalement qu’a` ve´rifier (Ax4). On suppose pour simplifier que E = Fp, le cas ge´ne´ral s’obtenant
de la meˆme fac¸on en ajoutant l’action de E ou de W (E) a` chaque e´tape. Soit M ∈ Modst
/S˜
. Par hypothe`se,
il existe Mˆ ∈ Modφ,N/S muni d’un morphisme surjectif f : Mˆ → M. Par le lemme 4.3.1, celui-ci se rele`ve en
un morphisme surjectif g : Mˆ → T−1(M) et par le lemme 4.3.3, g induit aussi une surjection au niveau des
Filr. En utilisant les e´quivalences de cate´gories donne´es par les the´ore`mes 2.2.1 et 2.3.1 de [13], on montre
aise´ment que Mˆ′ = ker g est encore un objet de Modφ,N/S . Ainsi on obtient une suite exacte 0→ Mˆ
′ → Mˆ →
T−1(M)→ 0 qui induit e´galement une suite exactement au niveau des Filr. Le lemme V.3.4.1 de [9] montre
alors l’existence d’une nouvelle suite exacte11 :
0→ Mˆ⋆ → Mˆ′⋆ → T−1(M⋆)→ 0
a` partir de laquelle on obtient le morphisme surjectif que l’on cherchait.
Notons Maxst et Minst les endofoncteurs de Modst
/S˜⊗E
qui de´coulent du the´ore`me pre´ce´dent. Notez bien
que si M est dans Modst
/S˜⊗E
, c’est aussi un objet de Modφ,N
/S˜⊗E
auquel on peut donc appliquer les deux
foncteurs Max et Maxst. Je ne sais pas si ces foncteurs co¨ıncident en ge´ne´ral, et c’est la raison pour laquelle je





essentielle de Maxst (resp. Minst).





) est pleinement fide`le et son image
essentielle est stable par sous-objets et quotients.
De´monstration. On ne traite que le cas des objets maximaux, l’autre s’obtenant par dualtite´. La fide´lite´ ne
pose aucun proble`me. SoientM et M′ des objets de Maxst
/S˜⊗E
et f : Tst,E(M′)→ Tst,E(M) une application
GK-e´quivariante. Par le the´ore`me 4.1.2, f provient d’un morphisme g : Max(M) → Max(M′). Par ailleurs,
par le lemme 3.4.2, Re´dst(Max
st(M)) et Re´dst(Max
st(M′)) apparaissent respectivement comme des sous-
modules de Re´dst(Max(M)) et Re´dst(Max(M′)). Pour e´tablir la pleine fide´lite´, il suffit de montrer que
Re´dst(g) envoie Re´dst ◦ Max
st(M) sur Re´dst ◦ Max
st(M′). Conside´rons Mˆ et Mˆ′ des modules fortement
divisibles munis de surjections h : Mˆ → Re´dst ◦Max
st(M) et h′ : Mˆ′ → Re´dst ◦Max
st(M′) et attardons-nous
sur le morphisme
(Re´dst(g) ◦ h)⊕ h
′ : Mˆ ⊕ Mˆ′ → Re´dst ◦Max(M
′).
SoitM′′ son image. Par la proposition 3.4.3, Tst,E(M
′′) ≃ Tst,E ◦Max
st(M) (la compatibilite´ a` l’action de E
venant de la fonctorialite´), et donc par maximalite´ de Maxst(M′), on obtientM′′ ⊂ Re´dqst◦Max
st(M′). Ceci
entraˆıne Re´dqst(g) ◦ h(Mˆ) ⊂ Re´dqst ◦Max
st(M′), i.e. Re´dqst(g)(Re´dqst ◦Max
st(M)) ⊂ Re´dqst ◦Max
st(M′)
comme voulu.
Lorsque E = Fp, la stabilite´ par sous-objets de´coule directement de la proposition 2.2.5. La stabilite´ par
quotients s’obtient par dualite´, tandis que le cas des coefficients quelconques se fait en relevant l’action de E
graˆce a` la pleine fide´lite´.
Repre´sentations cristallines
On peut e´galement s’inte´resser aux re´seaux a` l’inte´rieur de repre´sentations cristallines plutoˆt que semi-
stables ; au niveau des modules fortement divisibles, ceci correspond a` N ≡ 0 (mod uS +FilpS), c’est-a`-dire
N(Mˆ) ⊂ (uS +FilpS)Mˆ. En re´alite´, on peut le´ge`rement simplifier cette condition comme l’affirme le lemme
suivant.
Lemme 4.3.6. Soit Mˆ un module fortement divisible tel que N(Mˆ) ⊂ (uS+FilpS)Mˆ. Alors N(Mˆ) ⊂ uMˆ.
De´monstration. Le diagramme (9) montre que N ◦ φr(Fil
rMˆ) est inclus dans φr(Fil
rMˆ). Pour estimer ce
dernier, on utilise la proposition 4.1.2 de [21] qui assure l’existence de x1, . . . , xd ∈ Fil
rMˆ tels que
• FilrMˆ est engendre´ par les xi et Fil
pS Mˆ ;
• les ei = φr(xi) forment une base de Mˆ ;












11Dans loc. cit., on utilise la notation « ∨ » a` la place de « ⋆ ».
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on a l’inclusion FilrMˆ ⊂ Tx1 + · · · + Txr (ou` tout est vu par exemple dans Mˆ ⊗S K0[[u]]). Par suite,
φr(Fil
rMˆ) est contenu dans le φ(T )-module engendre´ par les ei.
Montrons que φ(T )∩(uS+FilpS) ⊂ uS. On conside`re pour cela un e´le´ment x dans l’intersection pre´ce´dente,




(i+r)! ou` ai ∈ W [u]





























E´tant donne´ que u— et meˆme a` vrai dire up — divise φ(E(u))−φ(E(0)) et φ(ai)−φ(ai(0)), il suffit de justifier
que φ(E(u))
sφ(E(0))t
(s+t+r+1)! ∈ S pour tous entiers s et t. Le nume´rateur de cette dernie`re fraction est manifestement




(s+ t+ r + 1)!
)
> s+ t−












d’ou` on de´duit que p
s+t
(s+t+r+1)! ∈W ⊂ S. Au final,
φ(E(u))sφ(E(0))t
(s+t+r+1)! ∈ S comme voulu.
On conclut maintenant la preuve du lemme comme suit. Par ce qui pre´ce`de, on a N ◦ φr(Fil
rMˆ) ⊂ uMˆ,
et donc en particulier N(ei) ∈ uMˆ pour tout i ∈ {1, . . . , xd}. Par ailleurs, on ve´rifie tout de suite que pour
tout s ∈ S, N(s) est divisible par u. Ainsi N(sei) = N(s)ei + sN(ei) est lui aussi multiple de u. La valeur de
N sur n’importe quelle combinaison line´aire des ei est donc multiple de u. Comme les ei forment une base
de S, on a bien de´montre´ que N(Mˆ) ⊂ Mˆ.
On peut alors adapter la de´finition 4.3.2 dans ce contexte :
De´finition 4.3.7. On note Modcris
/S˜⊗E
la sous-cate´gorie pleine de Modφ,N
/S˜⊗E
forme´e des objets (M, ν) pour
lesquels il existe un module fortement divisible Mˆ avec N(Mˆ) ⊂ uMˆ, un morphisme de Zp-alge`bres νˆ :
W (E)→ EndModφ,N
/S
(Mˆ) et un morphisme surjectif S-line´aire compatible a` toutes les structures f : Mˆ →M
tels que pour tout λˆ ∈ W (E), νˆ(λˆ) stabilise ker f et induise sur M l’application ν(λ) ou` λ est la re´duction
de λˆ modulo p.
The´ore`me 4.3.8. La restriction de Tst a` Mod
cris
/S˜⊗E
est un pylonet additif et autodual. La restriction de
Tst a` la cate´gorie des objets maximaux (resp. minimaux) correspondants est pleinement fide`le et son image
essentielle est stable par sous-objets et quotients.
De´monstration. C’est la meˆme que dans le cas semi-stable.
De fac¸on similaire, on peut conside´rer la sous-cate´gorie pleine de Modφ,N
/S˜⊗E
comprenant les objetsM pour
lesquels N(M) ⊂ uM (sans demander, donc, qu’il existe un rele`vement sous forme de module fortement
divisible). Par les meˆmes me´thodes, on a encore un the´ore`me analogue dans cette dernie`re situation.
4.4 Objets simples
On suppose dans cette sous-section er > p − 1 (le cas er < p − 1 a de´ja` e´te´ e´tudie´ dans [10]). On note
Knr ⊂ K¯ l’extension maximale non ramifie´e de K. Son corps re´siduel s’identifie a` une cloˆture alge´brique de
k, note´e k¯. Pour tout entier d, on note Fpd l’unique sous-corps de k¯ de cardinal p
d. On fixe par ailleurs E une
extension finie de Fp de degre´ h, ainsi qu’un isomorphisme τ : E → Fph . Dans la suite, on supposera toujours
que l’image de τ est incluse dans k et on utilisera cette hypothe`se pour identifier E a` un sous-corps de k.
Soit Rh l’ensemble des classes d’e´quivalence d’e´le´ments de Z(p) (le localise´ de Z en p) pour la relation
d’e´quivalence suivante : a ∼ b si, et seulement s’il existe un entier n tel que a ≡ phnb (mod Z). Via l’e´criture
en base p, les e´le´ments de Rh s’identifient a` l’ensemble des suites (ai) pe´riodiques (depuis le de´but) d’entiers
compris entre 0 et p− 1 ou` on a identifie´ la suite (ai) a` la suite (ai+h), et ou` on a oˆte´ la suite constante e´gale
a` p− 1. A` tout a ∈ Rh, on associe un objet (M(a), νa) de Max
φ,N
/S˜⊗E
de´fini comme suit. On choisit (ai) une













• N(ei) = 0 ;
• νa(λ)(ei) = λp
i
ei (λ ∈ E ⊂ k).
A` partir de la proposition 3.6.7 de [13], on montre facilement que M(a) est un objet de Maxφ,N
/S˜⊗E
. De plus,
on ve´rifie sans mal qu’il ne de´pend pas (a` isomorphisme pre`s) du choix du repre´sentant (ai).
On peut en outre de´terminer la restriction au groupe d’inertie, note´ IK , de la repre´sentation galoisienne
associe´e a` Rh. Pour cela, on a tout d’abord besoin de rappeler la de´finition des caracte`res fondamentaux de
Serre. Pour tout entier d, on de´finit θd : IK → µpd−1(K¯) ≃ F
⋆
pd , g 7→
gπd
πd
, l’isomorphisme entre µpd−1(K¯) et
F⋆pd e´tant induit par la re´duction modulo l’ide´al maximal. (On rappelle que πd une racine p
d-ie`me fixe´e de π.)
Proposition 4.4.1. Soient a ∈ Rh, (ai) une suite pe´riodique repre´sentant a et d sa plus petite pe´riode.
Alors, en tant que E-repre´sentation de IK :










ou` Fpd(ψ) de´signe la Fpd-repre´sentation de GK de dimension 1 ou` l’action se fait par le caracte`re ψ.
De´monstration. Elle est semblable a` celle du the´ore`me 5.2.2 de [10] ; nous nous contentons donc de renvoyer a`
cette re´fe´rence. On prendra toutefois garde au twist qui apparaˆıt dans la de´finition de Aˆ0 qui n’est pas discute´
avec beaucoup d’attention dans loc. cit., et peut facilement eˆtre source d’erreurs dans les calculs (l’erreur se
manifestant le plus souvent par un de´calage d’indice dans l’exposant de θd).
Corollaire 4.4.2. On suppose er > p − 1 et k alge´briquement clos. Les objets simples de Maxφ,N
/S˜⊗E
sont
exactement les M(a), a ∈ Rh. De plus, ils sont deux a` deux non isomorphes.
De´monstration. Les arguments des paragraphes 1.6 et 1.7 de [23] montrent que les E-repre´sentations irre´duc-
tibles de GK = IK sont exactement les Tst,E(M(a), νa) et qu’elles sont deux a` deux non isomorphes. Le
corollaire provient alors de la pleine fide´lite´ de Tst,E : Max
φ,N
/S˜⊗E
→ RepE(GK) (the´ore`me 4.1.2).
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